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1 Vı́cerozměrný Riemann̊uv integrál

Definice: n-rozměrný iterval (box)
I = [a1, b1]× · · · × [an, bn]; −∞ < ai < bi < ∞; i = 1, . . . , n

objem boxu: |I| =
n∏

i=1

(bi − ai)

Děleńı boxu na “podboxy”:
D = D1 × · · · × Dn, kde Di = {ai = t0i < t1i < · · · < tki

i = bi} je děleńı [ai, bi],

tedy D = {[tj1−1

1 , tj11 ]× · · · × [t
jn−1
n , tjnn ] : 1 ≤ ji ≤ ki, i = 1, . . . , n}

norma děleńı D : υ(D) = max
1≤i≤n

υ(Di)

Mějme omezenou funkci f : I 7→ R a děleńı D.
s(f,D) =

∑
J∈D

|J | inf
J

f nazveme dolńım součtem f vzhledem k D

S(f,D) =
∑
J∈D

|J | sup
J

f nazveme horńım součtem f vzhledem k D∫
I

f = sup
D

s(f,D) - dolńı Riemann̊uv integrál z f∫
I

f = inf
D

S(f,D) - horńı Riemann̊uv integrál z f

Jsou-li si rovny, definujeme Riemann̊uv integrál z f :∫
I

f =
∫
I

f =
∫
I

f

R(I) = {f : I 7→ R takové, že existuje
∫
I

f}

Značeńı: ṕı̌se se
∫
I

f =
∫
I

f(x, y) dx dy, I ⊆ R2

Poznámka: Plat́ı analogická tvrzeńı jako pro jednorozměrný integrál.

Věta 1.1: f : I 7→ R omezená
f ∈ R(I) ⇔ ∀ε > 0∃D : S(f,D)− s(f,D) < ε.

Věta 1.2: f : I 7→ R spojitá ⇒ f ∈ R(I).

Poznámka k d̊ukazu:
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f spojitá⇒ f stejnoměrně spojitá na I. D děleńı, aby ∀J ∈ D : sup
J

f−inf
J

f < ε.

Dále použijeme větu 1.1.

Definice: X,Y metrické prostory, f : X 7→ Y . f je stejnoměrně spojitá, jestliže
∀ε > 0 : ∃δ > 0 : ∀x, y ∈ X : dX(x, y) < δ ⇒ dY (f(x), f(y)) < ε.

Věta 1.3: f : K 7→ R spojitá, K kompaktńı ⇒ f je stejnoměrně spojitá.
Připomenut́ı: každý box je kompaktńı.

Definice: N ⊆ Rn je nulová množina (množina nulové (Lebesgneovy) mı́ry),

jestliže ∀ε > 0 existuje posloupnost box̊u I1, I2, . . . taková, že N ⊆
∞
∪
i=1

Ii a plat́ı
∞∑
i=1

|Ii| < ε.

Poznámky:

1. Každá spočetná množina je nulová.

N = {x1, x2, . . . }, xi ∈ Ii, |Ii| < ε
2i ,

∑
i

|Ii| < ε,
∞∑
i=1

1
2i = ε.

2. žádný box neńı nulová množina

3. existuj́ı nespočetné nulové množiny (př́ıklad bude).

Definice: X,Y metrické prostory, f : X 7→ Y , Df = {x ∈ X : f neńı spojitá v
x} (body nespojitosti f).

Věta 1.4 (Lebesgne): f : I 7→ R omezená. I ⊆ Rn box. Pak f ∈ R(I) ⇔ Df je
nulová množina.

Idea d̊ukazu v př́ıpadě n = 1:
⇐:

∑
i

|Ii| < ε

Důsledek: f, g ∈ R(I) ⇒
a) αf + βg ∈ R(I) (a plat́ı

∫
I

(αf + βg) = α
∫
I

f + β
∫
I

g), Dαf+βg ⊆ Df ∪ Dg

b) f ◦ g ∈ R(I)
c) max{f, g} ∈ R(I)

Důsledek: f ≥ 0, f ∈ R(I),
∫
I

f = 0 ⇒ {x : f(x) > 0} je nulová množina.

Důkaz: {x : f(x) > 0} ⊆ Df .

Věta 1.5 (Fubini): I ⊆ Rm, J ⊆ Rn boxy, f : I×J 7→ R omezená, f ∈ R(I×J).
Pak následuj́ıćı tři integrály existuj́ı a rovnaj́ı se:∫
I×J

f =
∫
I

(
∫
J

f(x, y) dy) dx =
∫
J

(
∫
I

f(x, y) dx) dy. (x ∈ I, y ∈ J).

Př́ıklad:
∫

[0,1]2
(x + 2y)3 dx dy =

1∫
0

(
1∫
0

(x + 2y)3 dy) dx =
1∫
0

([ (x+2y)4

8 ]y=1
y=0) dx =

1∫
0

(x+2)4−x4

8 dx = [ (x+2)5−x5

10 ]x=1
x=0 = 35−1−25+0

40 = 243−1−32
40 = 21

4 =
1∫
0

(
1∫
0

(x +
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2y)3 dx) dy =
1∫
0

[ (x+2y)4

4 ]x=1
x=0 dy =

1∫
0

(1+2y)4−(2y)4

4 dy = [ (1+2y)5−(2y)5

10 ]y=1
y=0 =

35−25−1
40 = 21

4 .

Definice: E ⊆ Rn omezená, ∂E nulová množina ⇒ χE(x) =

{
1 . . . x ∈ E

0 . . . x 6∈ E

(Charakteristická funkce množiny E - plat́ı χE ∈ R(I) pro každý box I ⊇ E
Objem E: volE =

∫
I

χE

Cvičeńı: volE nezáviśı na volbě boxu I ⊇ E.
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Přednáška 11.10.2010

Důkaz věty 1.5: označ́ıme ϕ(x) =
∫
J

f(x, y) dy

(1)ϕ
?
∈ R(I)

(2)
∫
I

ϕ
?
=

∫
I×J

f

Vı́me: ∀ε > 0 ∃D děleńı I × J takové, že s(f,D) >
∫

I×J

f − ε.

D = D1 ×D2, kde

{
D1 děleńı I

D2 děleńı J∫
I×J

f−ε < s(f,D) =
∑

K∈D
|K| inf

K
f =

∑
A×B∈D

|A|·|B| inf
x∈A,y∈B

f(x, y)︸ ︷︷ ︸
inf
x∈A

( inf
y∈B

f(x,y))

=
∑

A∈D1

∑
B∈D2

|A| inf
x∈A

(|B| inf
y∈B

f(x, y)) ≤

∑
A∈D1

|A| inf
x∈A

∑
B∈D2

(|B| inf
y∈B

f(x, y))︸ ︷︷ ︸
s(f(x,·),D)

(
n∑

i=1

inf
u

gi(u) ≤ inf
u

n∑
i=1

gi(u))

=
∑

A∈D1

|A| inf
x∈A

s(f(x, ·),D2)
def.
≤

∑
A∈D1

|A| inf
x∈A

∫
J

(x, y) dy

︸ ︷︷ ︸
!!ϕ∗(x), ϕ∗(x)=

∫
J

f(x,y) dy

=
∑

A∈D1

|A| inf
x∈A

ϕ∗(x)

Stejně dostaneme: ∃D′ = D′
1 ×D′

2 děleńı I × J tak, že∫
I×J

f + ε > S(f,D′) ≥ · · · ≥
∑

A∈D′
1

|A| sup
x∈A

ϕ∗(x).∫
I×J

f − ε ≤
∑

A∈D1

|A| inf
x∈A

ϕ∗(x) ≤
∑

A∈D1

|A| sup
x∈A

ϕ∗(x) ≤
∫

I×J

f + ε. (∀ε > 0)

⇒ sup
D1

∑
A∈D1

|A| inf
x∈A

ϕ∗(x) = inf
D1

∑
A∈D1

|A| sup
x∈A

ϕ∗(x)

⇒
∫
I

ϕ∗ =
∫
I

ϕ∗ ⇒
∫
I

ϕ∗ =
∫
I

ϕ∗ (existuj́ı a rovnaj́ı se)

ϕ∗ ≤ ϕ∗

⇒
∫
I

(ϕ∗ − ϕ∗)︸ ︷︷ ︸
≥0

= 0

ϕ∗(x) = ϕ∗(x) až na nulovou množinu.
Tedy ϕ(x) =

∫
J

f(x, y) dy existuje pro všechna x až na nulovou množinu a plat́ı

ϕ ∈ R(I),
∫
I

ϕ =
∫

I×J

f.

Připomenut́ı: volE =
∫
I

χE , (E ≤ I)

Existuje, pokud ∂E je nulová množina.
x 7→ χE(x) . . .DχE = ∂E
∂E = E ∩ Rn r E

Př́ıklad:
E = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1}∂E = {x2 + y2 = 1} je nulová množina.
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Definice:∫
E

f =
∫
I

f · χE , E ⊆ I omezená - existuje, pokud Df a ∂E jsou nulové.

Značeńı: necht’ E ⊆ I × J omezená, I, J boxy
x ∈ I . . . Ex,· = {y ∈ J : (x, y) ∈ E} řez množiny E v x ∈ I
y ∈ J . . . E·,y = {x ∈ I : (x, y) ∈ E}
Projekce: (obrázek 1)
π1E = {x ∈ I : ∃y ∈ J, (x, y) ∈ E}
π2E = {y ∈ J : ∃x ∈ I, (x, y) ∈ E}.

Důsledek (Fubini): E ⊆ Rn omezená, ∂E nulová, f : E 7→ R omezená. Necht’∫
E

f existuje. Pak existuj́ı integrály a rovnaj́ı se:∫
E

f =
∫

π1E

(
∫

Ex,·
f(x, y) dy) dx =

∫
π2E

(
∫

E·,y
f(x, y) dx) dy.

Př́ıklad: Spočtěte plochu trojúhelńıku (obrázek 2):

plocha T =


1∫
0

3− 3
2x∫

3−3x

1 dy dx+
2∫
1

3− 3
2x∫

0

1 dy dx =
1∫
0

3
2x dx+

2∫
1

(3− 3
2x) dx = 3

4 + 3− 3
2
4−1
2 = 3

4 + 3− 9
4 = 3

2

3∫
0

2− 2
3y∫

1− y
3

dx dy =
3∫
0

(1− y
3 ) dy = 3− 9

6 = 3
2

Ještě k nulovým množinám:

E je nulová
def.⇔ ∀ε > 0∃ boxy I1, I2, . . . , E ⊆∪

i
Ii :

∑
i

|Ii| < ε.

Poznámka: E1, E2, . . . nulové množiny ⇒
∞
∪
i=1

Ei je nulové.

Důkaz: ∀i . . . Ei ⊆ I1i ∪ I2i ∪ I3i ∪ . . .
∞∑
j=1

|Iji | < ε
2i

(
∞∑
i=1

1
2i = 1)

E =
∞
∪
i=1

Ei ⊆
∞
∪
i=1

∞
∪

j=1
Iji

∞∑
i=1

∞∑
j=1

|Iji | <
∞∑
i=1

ε
2i = ε.

Př́ıklad: Existuje nespočetná nulová množina v R1.
[0, 1] = E0 ⊇ E1 ⊇ E2 ⊇ . . .
Ek . . . sjednoceńı 2k uzavřených interval̊u délky 1

3K
, k = 0, 1, 2, . . .

E =
∞
∩

k=0
Ek . . . nespočetná nulová.

E ⊆ Ek = I1k ∪ · · · ∪ I2
k

k ;
2k∑
j=1

|Ijk| = 2k · 1
3k

= ( 23 )
k → 0, k → ∞.

x ∈ [0, 1] . . . reprezentace v trojkové soustavě: x =
∞∑
i=1

xi

3i , xi ∈ {0, 1, 2}, x =

(x1, x2, x3, . . . )
x = (x1, x2, x3, . . . ), xi 6= 1∀i
⇒ x ∈ E ⇒ E je nespočetná.
E . . . Cantorovo diskontinuum.
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Přednáška 18.10.2010

Substituce

Připomenut́ı: f : ϕ([a, b]) 7→ R
b∫
a

f ◦ ϕ(t)ϕ′(t) dt =
ϕ(b)∫
ϕ(a)

f(x) dx

Definice: U ⊆ Rn otevřená, neprázdná, ϕ : U 7→ Rn

ϕ je regulárńı na U , jestliže:
(a) ϕ je tř́ıdy C1 (tzn. existuj́ı spojité parciálńı derivace 1. řádu na U .)
(b) ϕ je prosté na U
(c) Dϕ(u) má hodnost n ∀u ∈ U

Motivačńı př́ıklad: I ⊆ Rn box, L : Rn 7→ Rn lineárńı
vol L(I) =?
plat́ı: vol L(I) = |detL| · |I|

L =


— u1 —
— u2 —

...
— un —


bud’ ‖v‖ = 1, v⊥ui ∀i ≤ n− 1
vyjádř́ıme un = α1u1 + · · ·+ αn−1un−1 + βv; α1, . . . , αn−1, β ∈ R

detL = β det


u1

u2

...
un−1

v


Definice: ϕ : U 7→ Rn regulárńı, U ⊆ Rn otevřená

Jϕ(u)
def.
= detDϕ(u) . . . Jakobián zobrazeńı ϕ v bodě u. (Zřejmě Jϕ(u) 6= 0.)

Věta 1.8 (o substituci): A ⊆ Rn omezená, ∂A nulová množina
ϕ : intA 7→ Rn regulárńı; f : ϕ(A) 7→ R.
Pak

∫
A

(f ◦ ϕ)|Jϕ| =
∫

ϕ(A)

f , má-li jeden z integrál̊u smysl.

Př́ıklad 1: polárńı substituce ϕ : (r, t) 7→ (r cos t, r sin t), r > 0, ϕ ∈ (0, 2π)
U = (0,∞)× (0, 2π)
ϕ(U) = R2 r {(x, 0) : x ≥ 0}
L0 : nulová množina

∫∫
{x2+y2≤1}

dx dy√
1−x2−y2

=
2π∫
0

1∫
0

1√
1−r2

r dr dt = 2π
1∫
0

r dr√
1−r2

=

=

[
s = 1− r2 x = r cos t ϕ(A) = {x2 + y2 ≤ 1}r L0

ds = −2r dr y = r sin t A = {(r, t) : r ≤ 1, t ∈ (0, 2π)}

]
= π

1∫
0

ds√
s
= π[2

√
s]10 =

2π

Jϕ(r, t) =

∣∣∣∣∂x∂r , ∂x
∂t

∂y
∂r ,

∂y
∂t

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣cos t,−r sin t
sin t, r cos t

∣∣∣∣ = r.
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Př́ıklad 2: sférické souřadnice


[c|c]x = r cosu cos v r > 0

y = r sinu cos v u ∈ (0, 2π)

z = r sin v v ∈ (−π
2 ,

π
2 )

Jϕ(r, u, v) =

∣∣∣∣∣∣
cosu cos v −r sinu cos v −r cosu sin v
sinu cos v r cosu cos v −r sinu sin v

sin v 0 r cos v

∣∣∣∣∣∣ = sin v(r2 sin2 u sin v cos v+

r2 cos2 u sin v cos v)+r cos v(r cos2 u cos2 v+r sin2 u cos2 v) = r2 sin v sin v cos v+
r2 cos v cos2 v = r2 cos v

∫∫∫
{x2+y2+z2<1}

z2 dxdydz =

pi
2∫

−π
2

2π∫
0

1∫
0

r2 sin2 vr2 cos v drdudv =
2π∫
0

du·
1∫
0

r4 dr·
pi
2∫

−π
2

sin2 v cos v dv =

2π 1
5

1∫
−1

p2 dp = 2π
5

2
3 = 4π

15

(sin v = p, cos v dv = dp)

2 Posloupnosti a řady funkćı

2.1. Komplexńı č́ısla

Definice: C = R× R . . .množina komplexńıch č́ısel
sč́ıtáńı a násobeńı skaláru (jako v R2)
z ∈ C . . . z = (x, y)
i = (0, 1) . . . imaginárńı jednotka

z = x+ iy

{
x = Rez (reálná část)

y = Imz (imaginárńı část

Definice: operace násobeńı na C
z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2

z1 · z2
def.
= (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + x2y1); i

2 = −1
•násobeńı je komutativńı a asociativńı
• 1 = 1 + i0 je jednotkovým prvkem vzhledem k násobeńı
• ∀z 6= 0, z ∈ C∃z−1 = x−iy

x2+y2 ; (z = x+ iy)

Tvrzeńı 2.1: (C,+, ·, 0, 1) je komutativńı těleso.
Poznámka: Na C nelze definovat uspořádáńı, abychom dostali uspořádané
těleso rozšǐruj́ıćı (R, <).
Důkaz sporem: necht’ (C, <) je uspořádené těleso.

i 6= 0

{
i > 0 ⇒ i · i > 0 · i ⇒ −1 > 0 . . . spor

i < 0 ⇒ i · (−i) < 0 · (−i) ⇒ 1 < 0 . . . spor

Definice: z ∈ C, z = x + iy . . . z = x − iy ∈ C je komplexně sdružené č́ıslo k
č́ıslu z.
|z| =

√
z · z =

√
x2 + y2 . . . absolutńı hodnota komplexńıho č́ısla z.

Poznámka: |z| = ‖(x, y)‖
Tedy pro | · | plat́ı trojúhelńıková nerovnost.
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(zn) . . .posloupnost komplexńıch č́ısel, z ∈ C
zn → z, n → ∞,

def.⇔ |zn − z| → 0.
(Totéž jako konvergence v (R2, ‖ · ‖))

Tvrzeńı 2.2: [zn = xn + iyn → x+ iy = z] ⇔ xn → x ∧ yn → y.

Důkaz: max{|xn − x|, |yn − y|} ≤ |zn − z| ≤ |xn − x|+ |yn − y|
(bylo,

√∑
a2i ≤

∑
|ai|)

Připomenut́ı - Bolzano-Cauchyova podmı́nka konvergence (věta 3.8 LS ’09):
(zn) konverguje ⇔ ∀ε > 0∃n0 ∀m,n > n0 : |zm − zn| < ε.

Definice: zn ∈ C · · ·
∞∑

n=0
zn konverguje, jestliže sn =

n∑
k=0

zk → s ∈ C.

Tvrzeńı 2.3:
∞∑

n=0
|zn| < ∞ ⇒

∞∑
n=0

zn konverguje.

(Důkaz z Bolzano-Cauchyovy podmı́nky.)
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Přednáška 25.10.2010

∞∑
n=0

zn, zn ∈ C

sn = z0 + · · ·+ zn ∈ C
sn → s ∈ C ⇒

∞∑
n=0

zn = s.

Věta 2.4 (Dirichletovo a Abelovo Kriterium konvergence řady):

an ∈ C, bn ≥ 0, (bn) nerostoućı. Pak
∞∑

n=0
anbn konverguje, je-li splněna některá

z podmı́nek:

[Abelovo kriterium:]
∞∑

n=0
an konverguje;

[Dichletovo kriterium:]
∞∑

n=1
an má omezené částečné součty a bn → 0.

Poznámka: Leibnitzovo kriterium plyne z Dirichletova: an = (−1)n.

Př́ıklad:
∞∑

n=1

sin(nx)
n konverguje (x > 0).

Důkaz: an = sin(nx), bn = 1
n .

?
∑

an má omezené částečné součty
2 sinα sinβ = cos(α− β)− cos(α+ β)

2 sin x
2

n∑
k=1

sin kx =
n∑

k=1

(cos( 12 − k)x− cos( 12 + k)x) = cos x
2 − cos(n+ 1

2 )x

|
n∑

k=1

sin kx| = | cos
x
2−cos(n+ 1

2x

2 sin x
2

| ≤ 1
| sin x

2 |
. (sin x

2 6= 0).

Důkaz Dirichletova kriteria
bn ≥ 0 : Bud’ dáno ε > 0.
∃n0, 0 < bn0 < ε
sn = a0 + · · ·+ an; ∃M : |sn| ≤ M < ∞∀n.
Podle BC kriteria potřebujume dokázat:

∃n1 ∀n > m > n1 : |
n∑

k=m+1

akbk| < ε.

am+1bm+1 + am+2bm+2 + · · ·+ anbn =
= (sm+1 − sm)bm+1 + (sm+2 − sm+1)bm+2 + · · ·+ (sn − sn−1)bn =
= sm+1 (bm+1 − bm+2)︸ ︷︷ ︸

≥0

+sm+2 (bm+2 − bm+3)︸ ︷︷ ︸
≥0

+ · · ·+sn−1 (bn−1 − bn)︸ ︷︷ ︸
≥0

−smbm+1+

snbn

|
n∑

m+1
akbk| ≤ M(bm+1 − bn) + 2Mbm+1 ≤ 3Mbm+1 < 3Mε pro m > n0.

2.2. Funkce komplexńı proměnné

D ⊆ C, f : D 7→ C

f = f1 + if2 = Ref + iImf

značeńı:
Uε(z0) = {z ∈ C : |z − z0| < ε}
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Pε(z0) = {z ∈ C : 0 < |z − z0| < ε}
lim
z→z0

f(z), spojitost f v z0 jako v R2.

Definice: Necht’ funkce f je definována na nějakém okoĺı bodu z0 ∈ C. Derivaci

f v bodě z0 definujeme f ′(z0) = lim
z→z0

f(z)−f(z0)
z−z0

pokud limita existuje (v C).

Poznámka: Nelze derivovat zvlášt’ reálnou a imaginárńı část.

Tvrzeńı 2.5: Existuje-li f ′(z0) ∈ C, pak je f v bodě z0 spojitá.

Důkaz: lim
z→z0

f(z) − f(z0) = lim
z→z0

f(z)−f(z0)
z−z0

(z − z0) = lim
z→z0

f(z)−f(z0)
z−z0

( to je

f ′(z0)) · lim
z→z0

(z − z0)(to je 0) = 0.

Cvičeńı: lim
z→z0

g(z) = 0, h(z) omezená na Pε(z0) ⇒ lim
z→z0

g · h(z) = 0.

Př́ıklad: (zn)′ = nzn−1 (n ∈ N)

Tvrzeńı 2.6: f ′ = 0 na C ⇒ f je konstantńı v C.

Důkaz: f = f1 + if2, g(x) = f(x, 0), x ∈ R, g = g1 + ig2

g′(x) = lim
t→0

g(x+t)−g(t)
t = lim

(t,s)→(0,0)

f((x,y)+(t,s))−f(x,y)
t+is = 0.

0 = g′(x) = g′1(x) + ig′2(x) ⇒ g′1(x) = g′2(x) = 0 ⇒ g1, g2 jsou konstantńı
⇒ f je konstantńı na {(x, 0) : x ∈ R}.
vezměme a, b ∈ C, a 6= b
g(t) = f((1− t)a+ tb), t ∈ R
g′(t) = 0 ⇒ g konstatńı ⇒ g(0) = g(1) ⇒ f(a) = f(b) ⇒ f je konstantńı.

Věta 2.7 (Cauchy-Riemannovy podmı́nky existence derivace komplexńı funkce)
Necht’ f = f1 + if2 je definována na okoĺı bodu z0 ∈ C; znač́ıme z = x+ iy.
Pak f ′(z0) existuje právě tehdy, když existuj́ı ∂fi

∂x (z0),
∂fi
∂y (z0), i = 1, 2 a plat́ı

∂f1
∂x (z0) =

∂f2
∂y (z0),

∂f1
∂y (z0) = −∂f2

∂x (z0).
f = f1 + if2
f(z) = f(x+ iy)
∂fi
∂x ,

∂fi
∂y , i = 1, 2

1
i = −i

Pak plat́ı: f ′(z0) =
∂f1
∂x (z0) + i∂f2∂x (z0)

Důkaz⇒: f ′(z0) = lim
t→0, t∈R

f(z0+t)−f(z0)
t = lim

t→0, t∈R
f(z0+it)−f(z0)

it = lim
t→0

f1(x0+t,y0)−f1(x0,y0)
t +

i lim
t→0

f2(x0+t,y0)−f2(x0,y0)
t = (−i) lim

t→0

f1(x0,y0+t)−f1(x0,y0)
t +�i lim

t→0

f2(x0,y0+t)−f2(x0,y0)

�it
.

ex = 1 + x+ x2

2! +
x3

3! + . . . , x ∈ R

2.3. Mocninné řady
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Definice: ez = exp(z) =
∞∑
k=0

zk

k! , z ∈ C.

Poznámka:
∞∑
k=0

zk

k! konverguje absolutně ∀z ∈ C:

∞∑
k=0

|z|k
k! konverguje podle pod́ılového kriteria: ak+1

ak
= |z|

k+1 → 0.

13



Přednáška 1.11.2010

Tvrzeńı 2.8: ez+w = ez · ew, z, w ∈ C

Důkaz: z0 ∈ C pevné

(ez)′ = (1 + z + z2

2! + . . . )′
v.2.11
= 1 + z + z2

2! + · · · = ez

Označ́ım g(z) = ez · ez0−z

g′(z) = ez · ez0−z − ez · ez0−z = 0
⇒ g = konstantńı na C
e0 = 1, g(0) = ez0 ⇒ ez0 = ez · ez0−z ∀z ∈ C
ew+z = ez · ew. (z0 − z = w, z0 = z + w).

Důsledek: e−z = 1
ez , z ∈ C

ez 6= 0 ∀z ∈ C

Mocninná řada: f(z) =
∞∑
k=0

ak(z − z0)
k (∗)

z0 ∈ C . . . střed mozninné řady
ak ∈ C . . . koeficienty

Tvrzeńı 2.9: Jestliže (∗) konverguje pro nějaké z ∈ C a w ∈ C splňuje
|w − z0| < |z − z0|, pak (∗) konverguje pro w absolutně.

Důkaz: |ak(w − z0)
k| = |ak(z − z0)

k)||w−z0
z−z0

|k ≤ M · qk . . . geometrická řada
(0 ≤ q < 1; zřejmě z 6= z0)∑
k

ak(z − z0)
k konverguje ⇒ ∃M > 0,∀k ∈ N : |ak(z − z0)

k| ≤ M .

⇒
∞∑
k=0

ak(w − z0)
k konverguje absolutně.

Definice: R = sup{|z− z0| : (∗) konverguje v z} ∈ [0,∞] (poloměr konvergence
mocninné řady (∗)
K(z0, R) = {z ∈ C : |z − z0| < R}

Důsledek: (∗) konverguje absolutně všude v K(z0, R) a diverguje všude na
{z : |z − z0| > R}.

Poznámka: na hranici ∂K(z0, R) = {z ∈ C : |z − z0| = R} může mocninná
řada konvergovat i divergovat.

Př́ıklad: 1) f(z) =
∞∑
k=0

zk

k! . . . R = ∞.

2) f(z) =
∞∑
k=0

zk . . . R = 1.

Tvrzeńı 2.10: Mocninné řady (∗)
∞∑
k=0

ak(z− z0) a (∗′)
∞∑
k=1

kak(z− z0)
k−1 maj́ı

stejný poloměr konvergence.

Důkaz: BÚNO necht’ z0 = 0.
označme R . . .poloměr konvergence (∗)
R′ . . .poloměr konvergence (∗′)
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R′ je též poloměr konvergence řady
∞∑
k=1

kakz
k.

1) R′ ≤ R : R′ = 0 . . . jasné.
necht’ R′ > 0, zvolme 0 < r < R′∑

kakz
k konverguje absolutně na {z : |z| = r}

⇒
∑

akz
k konverguje absolutně na {z : |z| = r}

⇒ R ≥ r ⇒ R ≥ R′.
2) R ≤ R′. Necht’ R > 0 (jinak jasné)
0 < r < R, z ∈ C, r < |z| < R∑

akz
k konverguje absolutně v z

⇒ ∃M > 0,∀k : |akzk| ≤ M
|kakrk| = |akzk|k( r

|z| )
k ⇒

∑
k|ak|rk konverguje

⇒ R′ ≥ r, R′ ≥ R.

Věta 2.11: Necht’ řada f(z) =
∞∑
k=0

ak(z− z0)
k má poloměr konvergence R > 0.

Pak f ′(z) =
∞∑
k=1

kak(z − z0)
k−1, z ∈ K(z0, R).

Důkaz: BÚNO z0 = 0.

označme sn(z) =
n∑

k=0

akz
k, Rn(z) =

∞∑
k=n+1

akz
k.

f(z) = sn(z) +Rn(z)
zvolme w ∈ C, |w| < R, r > 0, 0 < |w| < r < R
pro z 6= w, |z| < R :
f(z)−f(w)

z−w − g(w) = ( sn(z)−sn(w)
z−w − s′n(w)) + (s′n(w)− g(w)) + Rn(z)−Rn(w)

z−w

g(w) =
∞∑
k=1

kakw
k−1

Rn(z)−Rn(w)
z−w = 1

z−w

∞∑
k=n+1

ak(z
k − wk) =

∞∑
k=n+1

ak
zk−wk

z−w ;

| z
k−wk

z−w | = |zk−1 + zk−2w + zk−3w2 + · · ·+ wk−1| ≤ krk−1

⇒ |Rn(z)−Rn(w)
z−w | ≤

∞∑
k=n+1

|ak|krk−1 < ε pro dostatečně velké n ∈ N.

|s′n(w)− g(w)| = |
∞∑

k=n+1

kakw
k−1| ≤

∞∑
k=n+1

k|ak|rk−1 < ε pro dostatečně velká

n.
| sn(z)−sn(w)

z−w − s′n(w)| < ε pro |w − z| < δ “dostatečně malé”.

⇒ | f(z)−f(w)
z−w − g(w)| < 3ε pro |z − w| < δ

⇒ f ′(w) = g(w).

Důsledek: Má-li f(z) =
∞∑
k=0

ak(z − z0)
k poloměr konvergence R > 0, má f v

K(z0, R) derivace všech řád̊u a plat́ı: f (k)(z) =
∞∑

n=k

n(n−1) . . . (n−k+1)ak(z−

z0)
n−k, k ∈ N.

Důsledek: Plat́ı ak = f(k)(z0)
k! , k = 0, 1, 2, . . .

Tedy koeficienty mocninné řady s kladným poloměrem konvergence jsou jed-
noznačně určeny.
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Poznámka: f(z) =
∞∑
k=0

ak(z − z0)
k, R > 0

F (z) =
∞∑
k=0

ak
(z−z0)

k+1

k+1

Pak F (z) má rovněž poloměr konvergence R a plat́ı F ′ = f na K(z0, R).

Př́ıklad: 1
1+x2 = 1

1−(−x2) = 1− x2 + x4 − x6 + . . . (R = 1, 1
1+x2 = (arctgx)′)

⇒ arctgx = a0 + x− x3

3 + x5

5 − x7

7 + . . .
arctg0 = 0 ⇒ a0 = 0. (R = 1)
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Přednáška 8.11.2010

2.3. Stejnoměrná konvergence

Poznámka: fn → f na M ⇔ fn(x) → f(x)∀x ∈ M

Definice: A 6= 0; fn, f : A → R(C)
fn ⇒ f na A

def.⇔ ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N∀n > n0 ∀x ∈ A : |fn(x)− f(x)| < ε.
Posloupnost funkćı (fn) stejnoměrně konverguje k funkci f na množině A.

Poznámky: 1) fn ⇒ f na A ⇔ sup
x∈A

|fn(x)− f(x)| → 0, n → ∞.

2) fn ⇒ f ⇔ fn − f ⇒ 0.
3) fn ⇒ f na A ⇒ fn → f na A (fn(x) → f(x) ∀x ∈ A) (Bodová konvergence).
Př́ıklad: fn(x) = xn, x ∈ [0, 1]

fn(x) →

{
0 . . . x < 1

1 . . . x = 1

fn(x) → f, f(x) =

{
0 . . . x < 1

1 . . . x = 1

∀n ∈ N : sup
x∈[0,1]

|fn(x)− f(x)| = 1 ⇒ fn 6⇒ f na [0, 1]

∀q < 1 : fn ⇒ f na [0, q] nebot’: sup
x∈[0,q]

|fn(x)− f(x)| = qn → 0 (ale: fn 6⇒ f na

[0, 1)).

Věta 2.12 (BC-podmı́nka pro stejnoměrnou konvergenci)
Necht’ funkce fn (n ∈ N) jsou definovány na množině A. Pak fn ⇒ na A ⇔ ∀ε >
0∃n0 ∀m,n > n0 : sup

x∈A
|fm(x)− fn(x)| < ε. (tzn. ∃f, fn ⇒ f na A)

Důkaz: ⇒ snadné
⇐ ∀x ∈ A :(B-C)⇒ ∃f(x), fn(x) → f(x).
m,n > n0 : sup

x∈A
|fm(x)− fn(x)| < ε ⇒ ∀n > n0, sup

x∈A
|fn(x)− f(x)| < ε,

Poznámka - d̊uležitá:
(X, d) metrický prostor. C(X) = {f : X → C, f spojitá}
f ∈ C(X) . . . ‖f‖ = sup

x∈X
|f(x)|

? ‖ · ‖ je norma na C(X)
(1) ‖f‖ ≥ 0, ‖f‖ = 0 ⇔ f = 0
(2) ‖αf‖ = |α| · ‖f‖
(3) ‖f + g‖ ≤ ‖f‖+ ‖g‖
Plat́ı: fn → f na X ⇔ ‖fn − f‖ → 0
Tedy stejnoměrná konvergence spojitých funkćı je konvergenćı v NLP C(X).
(C(X) nemá konečnou dimenxi pro X nekonečnou)

Otázka: fn → f, fn spojité
?⇒ f spojitá.

NE ... xn → nespojitá funkce na [0,1]

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

lim
n→∞

fn(x)
?
= lim

n→∞
lim

x→x0

fn(x) = lim
n→∞

fn(x0) = f(x0)
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Věta 2.13 (Cauchy):
fn spojité funkce na metrickém prostoru (X, d)
fn ⇒ f na X ⇒ f je spojitá.

Důkaz: Zvolme x0 ∈ X pevně, ε > 0.
Potřebujeme: ∃δ > 0, d(x, x0) < δ ⇒ |f(x)− f(x0)| < ε
|f(x)−f(x0)| ≤ |f(x)− fn(x)|︸ ︷︷ ︸

< ε
3 - stm.konv.

+ |fn(x)− fn(x0)|︸ ︷︷ ︸
< ε

3 - pro d(x,x0)<δ, ∃δ>0, spojitost fn

+ |fn(x0)− f(x0)|︸ ︷︷ ︸
< ε

3−stm.konv.

<

ε. (∃n0,∀n > n0 : n > n0 pevné.)

Definice: fn, f : X → C
fn ⇒loc f ⇔ ∀x ∈ X ∃ okoĺı U bodu x takové, že fn ⇒ f na U .
(Lokálně stejnoměrná konvergence)

Př́ıklad: xn 6⇒ 0 na [0, 1).
xn ⇒loc 0 na [0, 1).

Poznámka: X je kompaktńı metrický prostor.
⇒ [fn ⇒ f ⇔ fn ⇒loc f ]. (Důkaz bude.)

Definice: fn : A → C;
∞∑

n=0
fn konverguje stejnoměrně na A

def.⇔ sn = f1 + · · ·+

fn ⇒ na A.

Ṕı̌seme
∞∑

n=0
fn ⇒ na A;

∞∑
n=0

fn ⇒ s na A.

Př́ıklad:
∞∑
k=0

xk = 1
1−x , x ∈ (−1, 1) . . . sn(x) =

n∑
k=0

xk = 1−xn+1

1−x

∀q ∈ (0, 1) :
∞∑
k=0

xk ⇒ 1
1−x na [−q, q] ale ne na (−1, 1).

Tvrzeńı 2.14 (Weistrass̊uv text)
fn ⇒ f na A ⇔ ∃(αn), αn → 0, ∀n : sup

x∈A
|fn(x)− f(x) ≤ αn.

Důkaz: Použijeme větu (bude později): “Z každého otevřeného pokryt́ı kom-
paktu lze vybrat konečné podpokryt́ı.”
Neboli:X kompakt,X ⊆

⋃
α∈I

Gα, Gα otevřené množiny, I 6= 0 ⇒ ∃n ∈ N, ∃α1, . . . , αn ∈

I : X ⊆ Gα1 ∪ · · · ∪Gαn .

Věta 2.15 (Dimi):
Necht’ (fn) je monotónńı posloupnost spojitých funkćı na kompaktńım met-
rickém prostoru (X, d). Jestliže fn → f na X, pak fn ⇒ f na X.

Poznámka:
f1 ≤ f2 ≤ . . . fn ↗ f
f1 ≥ f2 ≥ . . . fn ↘ f

Důkaz: gn = fn − f
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{
fn ↘ f . . . gn ≥ 0, gn ↘ 0

fn ↗ f . . . gn ≤ 0, gn ↗ 0 (podobně)
Bud’ ε > 0 dáno.

∀x ∈ X ∃nx ∈ N : gnx
(x) < ε

2
∀x ∈ X ∃ okoĺı U(x)∀y ∈ U(x) : |gnx(y)− gnx(x)| < ε

2
⇒ gnx(y) < ε (spojitost gnx v x)
X ⊆

⋃
x∈X

U(x) - otevřené pokryt́ı

⇒ ∃n ∈ N, ∃x1, . . . , xn ∈ X : X ⊆ U(x1) ∪ · · · ∪ U(xn).
n0 = max{nx1 , . . . , nxn}
n > n0 ⇒ ∀y ∈ X ∃i ≤ n, y ∈ U(xi) ⇒ gn(y) < gnxi

(y) < ε
sup
y∈X

|gn(y)| < ε ⇒ gn ⇒ 0 na X.
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Přednáška 15.11.2010

- fn ⇒ f
- fn spojitá, fn ⇒ f ⇒ f spojitá
- fn ↗ f (fn ↘ f) na kompaktu ⇒ fn ⇒ f

Př́ıklad (obrázek na paṕı̌re 1)
fn = g1 + · · ·+ gn
fn ↗ f (n → ∞) na (0, 1]
fn 6⇒ f : sup |fn − f | = 1 6→ 0.

Věta 2.16 (O majorantńı řadě, Weierstrass̊uv test):
Funkce fk jsou definovány na množině A.
Necht’ sup

x∈A
|fk(x)|| ≤ αk, k ∈ N;

Necht’
∞∑
k=1

αk < ∞. Pak
∞∑
k=1

fk konverguje stejnoměrně na A.

Poznámka:
∑
k

‖fk‖ < ∞ ⇒
∑

fk ⇒.

Důkaz: ε > 0 dáno, ?∃n0, ∀m > n > n0 : sup
x∈A

|
m∑

k=n+1

fk(x)| < ε.

sn = f1 + · · ·+ fn
sm − sn = fn+1 + · · ·+ fm - patř́ı tyhle řádky sem?

sup
x∈A

|
m∑

k=n+1

fk(x)| ≤ sup
x∈A

m∑
k=n+1

|fk(x)| ≤
m∑

k=n+1

sup
x∈A

|fk(x)| ≤
m∑

k=n+1

αk < ε. (B-

C podmı́nka pro
∑
k

αk < ∞.)

Př́ıklad: g(x) =
∞∑
k−1

sin(k2x)
k2

| sin(k
2x)

k2 | ≤ 1
k2

⇒ řada konverguje stejnoměrně na R.
Věta 2.13 ⇒ g je spojitá na R.

Př́ıklad (obrázek na paṕı̌re 2)
gn . . . “špička” výšky 1

n na intervalu [ 1
2n ,

1
2n−1 ]∑

gn konverguje na (0, 1]

sup
x

|
n∑

k=1

gk(x)−
∞∑
k=1

gk(x)| ≤ 1
n+1∑

gk ⇒ na (0, 1]
ALE sup |gk(x)| = 1

k∑
k

1
k = ∞.

Věta 2.17: Necht’ existuj́ı (R)
b∫
a

fn, necht’ fn ⇒ f na [a, b]. Pak ∃(R)
b∫
a

f a plat́ı

(R)
b∫
a

fn −−−−→
n→∞

(R)
b∫
a

f .

Důkaz: Označme an = sup
x∈[a,b]

|fn(x)− f(x)|.

Bud’ ε > 0, ∃n0, ∀n > n0 : |an| < ε, tedy fn(x)−ε ≤ f(x) ≤ fn(x)+ε ∀x ∈ [a, b].
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D . . . děleńı intervalu [a, b].

s(fn,D)− ε(b− a) ≤ s(f,D) ≤

{
s(fn,D) + ε(b− a)

S(f,D) ≤ S(fn,D) + ε(b− a)

−ε(b− a) +
a∫
b

fn ≤
b∫
a

f ≤
b∫
a

fn + ε(b− a)

⇒ existuje (R)
b∫
a

f (
b∫
a

???−
b∫
a

f ≤ 2ε(b− a)

(
b∫
a

f −
b∫
a

fn) < 2ε(b− a) pro n > m0.

Př́ıklad (obrázek na paṕı̌re 3) f(z) =
∞∑
k=0

ak(z−z0)
k Mocninná řada s poloměrem

konvergence R. Necht’ 0 < r < R. Pak f(z) konverguje stejnoměrně (absolutně)
na K(z0, r) = {z ∈ C : |z − z0| ≤ r}.

Důkaz: Bud’ w ∈ C, r < |w| < R.

|z| ≤ r ⇒ |ak|z − z0|k| ≤ |ak(w − z0)
k|︸ ︷︷ ︸

omez.

(
r

|w − w0|
)k︸ ︷︷ ︸

<1

= αk.

∑
αk < ∞.

fn → f , ? lim
n→∞

lim
y→x

fn(y)︸ ︷︷ ︸
an

= lim
y→x

lim
n→∞

fn(y)︸ ︷︷ ︸
f(x)

Věta 2.19 (Moore-Osgood): (X, d) metrický prostor, x0 ∈ X hromadný bod
X (tzn. {x0} neńı otevřená). Bud’ (fn) posloupnost reálných nebo komplexńıch
funkćı na X r {x0}. Necht’:
(1) fn ⇒ f na X r {x0}
(2) ∀n ∈ N ∃ lim

x→x0

fn(x) = an ∈ C
Pak existuj́ı limity: lim

n→∞
an = lim

x→x0

f(x).

Důkaz: Mějme ε > 0.
∃n0, m, n > n0 ⇒ |fm(x)−fn(x)| < ε ∀x ∈ Xr{x0} ⇒ lim

x→x0

| . . . | = |am−an| <
ε ⇒ ∃a = lim

n→∞
an; ? f(x) → a, x → x0.

|f(x)− a| ≤ |f(x)− fn(x)|︸ ︷︷ ︸
< ε

3

+ |fn(x)− an|︸ ︷︷ ︸
< ε

3

+ |an − a|︸ ︷︷ ︸
< ε

3

< ε.

(pevné n ∈ N dost velké, ∃δ > 0, ∀x ∈ Pδ(x0) - od̊uvodněńı <
ε
3 .

Př́ıklad: X = [x0, y0)
X r {x0} = (x0, y0)
fn ⇒ f na (x0, y0) a ∃ an = lim

x→x+
0

fn(x) ⇒ ∃ lim
x→x+

0

f(x) = lim
n→∞

an.

Př́ıklad:

1. fn(x) =
sin(n2x)

n ; fn ⇒ 0 na R
f ′
n(x) = n cos(n2x) 6⇒ na R.

2. gn(x) = sin x
n2 ; gn → 0, gn 6⇒ na R
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g′n(x) =
1
n2 cos

x
n2 ⇒ 0 na R

[fn ⇒loc. f 6⇒ f ′
n ⇒loc. f

′], “⇐” ano.

Věta 2.20 (Weierstrass):
fn : (a, b) → C(R)
Necht’ existuj́ı f ′

n na (a, b), n ∈ N.
Necht’ dále plat́ı:
(i) ∃x0 ∈ (a, b), (fn(x0))

∞
n=1 konverguje

(ii) f ′
n ⇒loc na (a, b).

Pak fn ⇒loc na (a, b) a funkce f(x) = lim
n→∞

fn(x) má derivaci na (a, b) splňuj́ıćı

f ′(x) = lim
n→∞

f ′
n(x), x ∈ (a, b).

Př́ıklad:
∞∑

n=1
(−1)n+1 x2+n

n2

x2+n
n2 = x2

n2 + 1
n ↘ 0

Leibnitz ⇒ řada konveruje ∀x ∈ R neabsolutně!
sup

|x|≤K

|sm(x)− sn(x)| ≤ sup
|x|≤K

|an+1(x)| → 0. (m > n)

⇒ řada konverguje lokálně stejnoměrně.
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Přednáška 22.11.2010

Věta 2.19 (Moore-Osgoodova - připomenut́ı): lim
n→∞

lim
y→x

fn(y) = lim
y→x

lim
n→∞

f(y)

Důkaz věty 2.20 (Weiestrass): x 6= y ∈ (a, b)

(?) (fm(y)−fm(x))−(fn(y)−fn(x))
y−x = f ′

m(c) − f ′
n(c) pro nějaké c mezi x a y. (La-

grangerova věta pro fm − fn.)
Zvolme [u, v] ⊆ (a, b), x0, x ∈ [u, v], x0 6= x.
|fm(x)− fn(x)| ≤ |(fm(x)− fn(x))− (fm(x0)− fn(x0))|+ |fm(x0)− fn(x0)| ≤
ε > 0 :≤(?) |x− x0|︸ ︷︷ ︸

(≤v−u)

· |f ′
m(c)− fn(c)|︸ ︷︷ ︸

(<ε pro m,n velké)

+ |fm(x0)− fn(x0)|︸ ︷︷ ︸
(<ε pro m,n velké)

≤ ε(v − u+ 1)

B-C podmı́nka ⇒ fn ⇒ na [u, v] ⇒ fn ⇒loc na (a, b); f = lim
n→∞

fn

Bud’ x ∈ [u, v] ≤ (a, b) pevný

Definujeme Φn(y) =
fn(y)−fn(x)

y−x , Φ(y) = f(y)−f(x)
y−x , y ∈ [c, d]r {x}.

Φn ⇒loc na [c, d]r {x} podle (?). (Φn → Φ).
∀n ∈ N : lim

y→x
Φn(y) = f ′

n(x)

Moore-Osgood pro Φn na [c, d]r {x} :
⇒ lim

n→∞
f ′
n(x) = lim

y→x
Φ(y) = f ′(x).

Věta 2.21: fn ⇒ f na omezeném intervalu (a, b) a necht’ existuj́ı (N )
b∫
a

fn ∀n ∈

N.

Pak existuje (N )
b∫
a

f a je roven lim
n→∞

b∫
a

fn.

Důkaz: F ′
n = fn na (a, b)

x0 ∈ (a, b) pevné, Fn(x0) = 0 ∀n.
Weierstrassova věta pro Fn ⇒ Fn ⇒ na (a, b)
F = lim

n→∞
fn; F

′ = f.

(N )
b∫
a

fn = Fn(b−)− Fn(a+)

Moore-Osgood: (N )
b∫
a

fn = F (b−)− F (a+)

Př́ıklad:
∑

an(z − z0)
n ⇒loc v K(z0, R)

? na hranici - př.
∞∑

n=1
(−1)n−1 1

n

Př́ıklad:
∞∑

n=1

xn

n =
∞∑

n=1

x∫
0

tn−1 dt =
x∫
0

dt
1−t = − log(1− x), x ∈ (−1, 1).

Věta 2.22 (Abel): Necht’
∞∑

n=0
bn konverguje. Pak pro funkci f(x) =

∞∑
n=0

bnx
n

plat́ı: lim
x→1−

f(x) =
∞∑

n=1
bn.

Důkaz: sk = b0 + · · ·+ bk, b−1 = 0.
n∑

k=0

bkx
k =

n∑
k=0

(sk − sk−1)x
k = snx

n + (1− x)
n−1∑
k=0

skx
k

n → ∞, |x| < 1 : f(x) = lim
n→∞

n∑
k=0

bkx
k = (1− x)

∞∑
k=0

skx
k
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s = lim
n→∞

sn =
∞∑
k=0

bk; ε > 0; ∃n0, n > n0 ⇒ |sn − s| < ε
2

(1− x)
∞∑
k=0

xk = 1, |x| < 1.

∀n : lim
x→1−

(1− x)
n∑

k=0

|sk − s| = 0

∃δ > 0, ∀x ∈ (1− δ, 1) : |f(x)− s| = |(1− x)
∞∑
k=0

(sk − s)xk| ≤

≤ (1− x)
n∑

k=0

|sk − s||xk|︸ ︷︷ ︸
< ε

2 pro 1−δ<x<1

+
∞∑

k=n+1

|sk − s| xk

1− x︸ ︷︷ ︸
< ε

2 , n dosti velké, pevné

< ε.

Důsledek 2.23: Necht’ w 6= z0 ∈ C a
∞∑

n=0
an(w − z0)

n konverguje.

Pak pro f(z) =
∞∑

n=0
an(z − z0)

n plat́ı: lim
t→1−

f(z0 + t(w − z0)) = f(w).

Př́ıklad: 1− 1
2 + 1

3 − 1
4 + · · · = log 2.

3 Fourierovy řady

f(x)

{
f(x) =

∑
an(x− x0)

n

f(x) =
∑

(an cosnx+ bn sinnx)

f(z) =
∑
n
zn =

∑
ane

int =
∑

an(cosnt+ i sinnt)

|z| = 1 : z = eit = cos t+ i sin t

Definice: Trigonometrický polynom:

Tn(x) =
n∑

k=0

(ak cos kx+ bk sin kx)

ak, bk ∈ R(C), n ∈ N nebo n = 0.
Tn −−−−→

n→∞
T : zřejmě T bude 2π-periodická.

Pozorováńı: f je p-periodická funkce na R (p > 0) ⇒

(1)
p∫
0

f =
a+p∫
a

f ∀a ∈ R

(2)
p∫
0

f(x+ c) dx =
p∫
0

f(x) dx∀c ∈ R.

Definice: f : [a, b] 7→ R je po částech spojitá, jestliže existuje konečná množina
F ⊆ [a, b] taková, že f je spojitá na [a, b]r F a ∀x ∈ [a, b] existuje:
(1) f(x+) = lim

y→x+

f(y), (x 6= b) a

(2) f(x−) = lim
y→x−

f(y), (x 6= a)
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Přednáška 29.11.2010

Tn(t) =
n∑

k=0

(ak cos kt+ bk sin kt)

Po částech spojitá funkce - obrázek.

Tvrzeńı 3.1: f : [a, b] 7→ R po částech spojitá.

Pak lim
t→∞

b∫
a

f(x) sin tx dx = 0.

Důkaz: 1) f ≡ c na [a, b] (konstantńı funkce)

|c ·
b∫
a

sin tx dx| = | − c
t [cos tx]

b
a| ≤

2|c|
t −−−→

t→∞
0

2) f : [a, b] 7→ R spojitá ⇒ f je stejnoměrně spojitá na [a, b] ⇒
⇒ ∀ε > 0∃ děleńı D = {a = x0 < x1 < · · · < xn = b} tak, že ∀i ≤ n ∀x ∈
[xi−1, xi] : |f(x)− f(xi)| < ε.

|
b∫
a

f(x) sin tx dx| = |
n∑

i=1

xi∫
xi−1

[(f(x)−f(xi)) sin tx+f(xi) sin tx] dx| ≤
n∑

i=1

xi∫
xi−1

|f(x)− f(xi)|︸ ︷︷ ︸
<ε

| sin tx|︸ ︷︷ ︸
<1

dx+

n∑
i=1

|f(xi)||
xi∫

xi−1

sin tx dx| ≤ ε(b− a) +
n∑

i=1

|f(xi)|2t

t> 2
ε

n∑
i=1

|f(xi)|

≤ ε(b− a+ 1).

⇒
b∫
a

f(x) sin tx dx → 0

Tvrzeńı 3.2: 1
2 +

n∑
k=1

cos(kϕ) =
sin((2n+1)ϕ

2 )

2 sin ϕ
2

, ϕ ∈ R.

Poznámka: Funkce na pravé straně je definována a spojitá na R (cvičeńı).

Důkaz: sin(x+ y)− sin(y − x) = 2 sinx cos y.

2 sin ϕ
2 (

1
2 +

n∑
k=1

cos(kϕ)) = sin ϕ
2 +

n∑
k=1

(sin((k+ 1
2 )ϕ)− sin((k− 1

2 )ϕ)) = sin((n+

1
2 )ϕ).

Poznámka: Dn(ϕ) =
sin(n+ 1

2ϕ

2 sin ϕ
2

. . .Dirichletovo jádro (Dirichlet kernel).

Definice: f : R 7→ R 2π-periodická, po částech spojitá na [−π, π].

ak = 1
π

π∫
−π

f(t) cos(kt) dt, k = 0, 1, 2, . . .

bk = 1
π

π∫
−π

f(t) sin(kt) dt, k = 1, 2, . . .

sn(x) =
a0

2 +
n∑

k=1

(ak cos kx+ bk sin kx), x ∈ R.

(trigonometrické polynomy)
ćıl: sn(x)“ →′′ f(x)

Definice: f : [a, b] 7→ R je po částech hladká, jestliže existuje děleńı a = x0 <
x1 < · · · < xn = b intervalu [a, b] takové, že
1) f je spojitá a existuje f ′ na (xi−1, xi)∀i ≤ n
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2) existuj́ı vlastńı limity lim
x→x+

i−1

f(x), lim
x→x−

i

f(x), lim
x→x+

i−1

f ′(x), lim
x→x−

i

f ′(x).

Tvrzeńı 3.3: f 2π-periodická, po částech hladká na [−π, π]. Pak sn(x) =

1
π

π∫
0

(f(x+ t) + f(x− t))
sin(n+ 1

2 )t

2 sin t
2

dt, x ∈ R, n = 0, 1, 2, . . .

Důkaz: sn(x)
1
π

π∫
−π

( 12+
n∑

k=1

(cos kt cos kx+sin kt sin kx))f(t) dt = 1
π

π∫
−π

( 12+
n∑

k=1

cos k(t−

x))f(t) dt =

∣∣∣∣t = x+ z
dt = dz

∣∣∣∣ = 1
π

π∫
−π

(12 +
n∑

k=1

cos kz)f(x + z) dz
3.2
= 1

π

sin(n+ 1
2 )z

2 sin z
2

f(x +

z) dz = 1
π

π∫
0

(f(x+ z) + f(x− z))
sin(n+ 1

2 )z

2 sin z
2

dz.

Důsledek: 1
π

π∫
0

sin(n+ 1
2 )t

sin t
2

dt = 1, n = 0, 1, 2, . . .

Důkaz: f ≡ 1, n = 0, a0 = 2 v T.3.3: sn(x) =
1
π

π∫
0

2
sin(n+ 1

2 )t

2 sin t
2

dt = a0

2 = 1

an = bn = 0 ∀n ≥ 1.

Věta 3.4: f : R 7→ R 2π-periodická, po částech hladká na [−π, π].

Pak sn(x) → f(x+)+f(x−)
2 , ∀x ∈ R (n → ∞).

Důkaz: sn(x) =
1
π

π∫
0

(f(x+ t) + f(x− t))
sin(n+ 1

2 )t

2 sin t
2

dt = 1
π

π∫
0

[(f(x+) + f(x−)) +

(f(x+t)−f(x+))+(f(x−t)−f(x−))]
sin(n+ 1

2 )t

2 sin t
2

dt = f(x+)+f(x−)
2 + 1

π

π∫
0

[ f(x+t)−f(x+)
t +

f(x−t)−f(x−)
t ]

t
2

sin t2 sin(n+ 1
2 )t dt.

g(t) = [ f(x+t)−f(x+)
t + f(x−t)−f(x−)

t ]
t
2

sin t2 . . .po částech spojitá funkce na [0, π].
π∫
0

g(t) sin(n+ 1
2 )t dt −−−→n→0

0. (Tvrzeńı 3.1)
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Přednáška 6.12.2010

Věta 3.4: f 2π-periodická, po částech hladká na [−π, π].

Pak a0

2 +
∑∞

n=1(an cosnx+ bn sinnx) =
f(x−)+f(x+)

2 ∀x ∈ R.
an = 1

π

∫ π

−π
f(t) cosnt dt

bn = 1
π

∫ π

−π
f(t) sinnt dt

Důsledek: Je-li f p-periodická a po částech hladká na [0, p], pak a0

2 +
∑∞

n=1(an cos
2π
p nt+

bn sin
2π
p nt) = f(t−)+f(t+)

2 , kde an = 2
p

∫ p

0
f(t) cos 2π

p nt dt, bn = 2
p

∫ p

0
f(t) sin 2π

p nt dt

Poznámka: f sudá ⇒ bn = 0∀n
f lichá ⇒ an = 0∀n (podle věty 3.4)

Důsledek: Je-li f jako ve větě 3.4 a konverguj́ı-li řady
∑

|an| a
∑

|bn|, pak:
a0

2 +
∑∞

n=1(an cosnx+ bn sinnx)⇒ f(x) na R.

Důkaz:
∑

n |an cosnx+ bn sinnx| ≤
∑

(|an|+ |bn|) < ∞
⇒ stejnoměrná konvergence k f(x−)+f(x+)

2 ⇒cauchy ⇒ g(x) = f(x−)+f(x+)
2 je

spojitá na R ⇒ g(x) 6= f(x), x ∈ R.

Důsledek: Pokud
∑

n n|an| < ∞,
∑

n n|bn| < ∞, pak [a0

2 +
∑∞

n=1(an cosnx+
bn sinnx)]

′ =
∑∞

n=1(−nan sinnx+ nbn cosnx) ∀x ∈ R.

Důkaz: Weierstrassova věta.

Př́ıklad 1: f(x) = x, x ∈ (−π, π)
f je lichá ⇒ ak = 0∀k.

bk = 1
π

∫ π

−π
t sin kt dt = 2

π

∫ π

0
t sin kt dt =

(
u = t, v′ = sin kt
u′ = 1, v = − cos kt

k

)
= − 2

π ([−
t cos kt

k ]π0+∫ π

0
cos kt

k dt) = 2
πk (−π cos kπ + [ sin kt

k ]π0 ) = − 2
k cos kπ = 2

k (−1)k−1

x = 2(sinx− sin 2x
2 + sin 3x

3 − . . . ), x ∈ (−π, π)
x = π

2 : π
2 = 2(1− 1

3 + 1
5 − 1

7 + 1
9 − . . . )

Př́ıklad 2: f(x) = x2, x ∈ [−π, π]
f sudá ⇒ bk = 0, ∀k
a0 = 1

π

∫ π

−π
t2 dt = 1

π [
t3

3 ]
pi−π = 2π2

3(
u = t2, v′ = cos kt
u′ = 2t, v = sin kt

k

)
k ≥ 1 : ak = 2

π

∫ π

0
t2 cos kt dt = 2

kt ([t
2 sin kt]π0 −2

∫ π

0
t sin kt dt) = 2

kπ (π
2 sin kπ−

2π
2

2

k (−1)k−1) = 4
k2 (−1)k.

x2 = 1
3π

2 − 4(cosx− cos 2x
22 + cos 3x

32 − . . . ), x ∈ [−π, π]
x = 0 : 0 = 1

3π
2 − 4(1− 1

22 + 1
32 − 1

42 + . . . )

1− 1
4 + 1

9 − 1
16 + · · · = π2

12

x = π : π2 = π2

3 − 4(−1− 1
4 − 1

9 − . . . )

1 + 1
4 + 1

9 + 1
16 + · · · = π2

6
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4 Metrické prostory, část II.

Opakováńı:
(X, d) d : X ×X 7→ [0,∞)
(Y, %)
f : X 7→ Y je spojité, jestliže ∀x ∈ X ∀ε > 0∃δ > 0∀x′ ∈ X : d(x, x′) < δ ⇒
%(f(x), f(x′)) < ε.
G ⊆ X je otervřená, jestliže ∀x ∈ G∃ε > 0, Uε(x) ⊆ G.
F ⊆ X je uzavřená, jestliže X r F je otevřená.

Věta: F je uzavřená v X ⇔ ∀(xn) ⊆ F,
xn → x ⇒ x ∈ F

Věta: f : X 7→ Y je spojité ⇔ ∀G ⊆ Y otevřené, f−1(G) je otevřená.
f : X 7→ Y je spojité ⇔ ∀F ⊆ Y uzavřené, f−1(F ) je uzavřená.

Definice: Metrický prostor (X, d) je kompaktńı, jestliže z každé posloupnosti v
X lze vybrat konvergentńı podposloupnost (např́ıklad [a, b]).

Věta: K ⊆ X kompaktńı ⇒ K je omezená a uzavřená.

Věta: X kompaktńı, F ⊆ X uzavřená ⇒ F kompaktńı.

Věta: Kvádr [a1, b1]× · · · × [an, bn] je kompaktńı (v Rn)
(xk) ⊆ ×n

i=1[ai, bi], x
k = (xk

1 , . . . , x
k
n) ∈ Rn

(xσ1(k)) vybraná, x
σ1(k)
1 → x1 ∈ [a1, b1] (Weierstrass)

(xσ2(σ1(k)) vybraná, x
σ2σ1(k)
2 → x2 ∈ [a2, b2]

Věta: A ⊆ Rn je kompaktńı ⇔ A je omezená a uzavřená.

Věta: Spojitá funkce nabývá na kompaktu svého minima i maxima.
κ(f) ⊆ R je kompaktńı.
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Přednáška 13.12.2010

Věta 4.1 (základńı věta algebry):
V tělese C má každý nekonstantńı polynom alespoň jeden kořen.

p(z) = anz
n + an−1z

n−1 + · · ·+ a1z + a0
an, . . . , a0 ∈ C; z ∈ C
an 6= 0 . . . p má stupeň n.
z je kořen p . . . p(z) = 0

Tvrzeńı 4.2:
p polynom v C.
Funkce f(z) = |p(z)| nabývá v C svého minima.

Důkaz: f spojitá, f ≥ 0
problém: C neńı kompaktńı
lim

|z|→∞
f(z) = ∞ : ∀K > 0∃R > 0, |z| > R ⇒ f(z) > K.

zvolme K = |a0| = f(0) = |p(0)|
f nabývá na {z ∈ C : |z| ≤ R} svého minima (v bodě z0)
min
z∈C

f(z) = min
|z|≤R

f(z)

protože: |z| > R ⇒ f(z) > f(0)

? min
z

f(z) = 0 ?

Cvičeńı: Předpokládat p nekonstantńı.

Tvrzeńı 4.3: p nekonstantńı polynom v C, |p(z0)| > 0 pro nějaké z0 ∈ C.
Pak |p| nenabývá v z0 lokálńıho minima.

Poznámka: Neplat́ı v R: p(x) = x2 + 1

Poznámka 2: Z tvrzeńı 4.2 a 4.3 plyne věta 4.1.

Důkaz: Bez újmy na obeznosti předpokládejme, že z0 = 0. (Jinak vezměme
p̃(z) = p(z − z0))
p(z) = a0 + akz

k + ak−1z
k−1 + · · ·+ anz

n

a0 6= 0; ak 6= 0. (k = min{i ≥ 1 : |ai| > 0})
Idea: |p(z)| = |a0 + akz

k|︸ ︷︷ ︸
<|a0| pro vhodné z

+o(|z|k); |z| “malé”.

a0 = %oe
iθo (= %o(cos θo + i sin θo)); %o > 0

ak = %ke
iθk ; %k > 0

z = rei%

a0+akz
k = %oe

iθo +%ke
iθkrkeik% = %oe

iθo +%kr
kei(θk+k%) = %oe

iθo −%kr
keiθo =

(%o − %kr
k)eiθo

θk + kϕ = π + θo
ϕ = π+θo+θk

k

ei(π+θo) = eiπeiθo = −eiθo
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|p(reiϕ)| ≤ |a0 + ak(re
iϕ)k| +

n∑
j=k+1

|aj ||(reiϕ)j | ≤ ρ0 − ρkr
k +

n∑
j=k+1

|aj |rj <

ρ0 − ρk

2 rk pro r > 0 dostatečně malé.
|ak+1|rk+1 + · · ·+ |an|rn < %k

2 rk pro r malé

|ak+1|r + · · ·+ |an|rn−k︸ ︷︷ ︸
spojitá v r

< %k

2

Pokrýváńı otevřenými množinami

(X, d) metrický prostor, A ⊆ X
A ⊆

⋃
i∈I

Gi, Gi ⊆ X otevřené, I 6= ∅ (I může být i nespočetná!)

- otevřené pokryt́ı množiny A.
Věta 4.4 (topologická charakterizace kompaktnosti): A ⊆ X, X metrický pros-
tor.
Je ekvivalentńı:
(i) A je kompaktńı
(ii) pro každé otevřené pokryt́ı A ⊆

⋃
i∈I

Gi existuje n ∈ N a indexy i1, . . . , in ∈ I,

A ⊆
n⋃

j=1

Gij (konečné podpokryt́ı)

Poznámka: A = [a, b] . . . i⇒ii (Borelova pokrývaćı věta)

Důkaz: (i)⇒(ii): BÚNO necht’ A = X.
a) Ukážeme, že pro kompaktńı prostor X plat́ı:
(∗)∀r > 0∃S ⊆ X konečná taková, že

⋃
a∈S

Ur(a) = X.

S . . . r-śıt’ v X, Ur(a) = {x ∈ X : d(x, a) < r}, d(an, am) ≤ ε
((∗) . . .prekompaktnost)
Necht’ (∗) neplat́ı, tedy pro nějaké r > 0 neexistuje r-śıt’ v X. Sestroj́ıme in-
dukćı posloupnost bod̊u an ∈ X, d(ai, an) ≥ r ∀i < n. Zřejmě žádná vybraná
podposloupnost z (an) nekonverguje - spor s kompaktnost́ı.
Bud’ X ⊆

⋃
i∈I

Gi otevřené pokryt́ı X.

n ∈ N . . . Sn ⊆ X . . . konečná 1
n -śıt’.

Jestliže ∃n ∈ N, ∀a ∈ Sn ∃i(a) ∈ I, U 1
n
(a) ⊆ Gi(a), pak

⋃
a∈Sn

Gi(a) je konečné

podpokryt́ı X.
Necht’ naopak ∀n ∈ N∃an ∈ Sn ∀i ∈ I : U 1

n
(an) 6⊆ Gi.

X kompaktńı ⇒ existuje vybraná podposloupnost aσ(n) → a ∈ X.
∃j ∈ I, a ∈ Gj

Gj otevřená ⇒ ∃r < 0, Ur(a) ⊆ Gj .
Vezměme n ∈ N tak velké, aby: (i) d(aσ(n), a) <

r
2 ,

(ii) 1
σ(n) <

r
2 .

Pak U 1
σ(n)

(aσ(n)) ⊆ Ur(a) ⊆ Gj - spor.

(ii)⇒(i): necht’ an ∈ X, n ∈ N
Ukážu: (∗∗) ∃a ∈ X ∀r > 0 : {n ∈ N : an ∈ Ur(a)} je nekonečná.
Kdyby ne: ∀a ∈ X ∃r(a) > 0, I(a) = {n : an ∈ Ur(a)(a)} je konečná
X =

⋃
a∈X

Ur(a)(a)
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z předpokladu existence konečného podpokryt́ı: X =
n⋃

i=1

Ur(bi)(bi)

I =
n⋃

i=1

I(bi) . . . konečná množina

n0 ∈ Nr I; an0 ∈ Ur(bi)(bi) pro nějaké i ≤ n - spor.
(∗∗) ⇒ a je hromadným bodem {an}.
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Přednáška 20.12.2010

Věta 4.4: X je kompaktńı metrický prostor ⇔ z každého otevřeného pokryt́ı
lze vybrat konečné podpokryt́ı.

Důsledek 4.5: X,Y metrické prostory
f : X 7→ Y spojité. Je-li X kompaktńı, je f stejnoměrně spojité.

Důkaz: f spojité: ∀x ∈ X ∀ε > 0∃δx > 0 : d(z, x) < δx ⇒ %(f(z), f(x)) > ε.
(X, d), (Y, %)
X ⊆

⋃
x∈X

U δx
2
(x) . . . otevřené pokryt́ı X Uδ(x) = {z ∈ X : d(z, x) < δ}

v. 4.4⇒ existuj́ı x1, . . . , xn ∈ X, X ⊆ Uδ 1
2

(x1) ∪ · · · ∪ Uδn
2
(xn)

δi = δxi , vezmeme δ = min{ δ1
2 , . . . ,

δn
2 } > 0

Bud’te x, z ∈ X, d(x, z) < δ, pro nějaké i ≤ n je x ∈ U δi
2

(xi), tedy x, z ∈
Uδi(xi) ⇒ %(f(x), f(z)) ≤ %(f(x), f(xi)) + %(f(z), f(xi)) < 2ε.

Př́ıklady:

1) [a, b] je kompaktńı

2) [a1, b1]× [a2, b2]× · · · × [an, bn] je kompaktńı

3) RN = {a = (a1, a2, . . . ), ai ∈ R}

‖a‖2 =

√
∞∑
i=1

a2i

l2 = {a ∈ RN : ‖a‖2 < ∞}
‖ · ‖2 je norma na l2.

• l2 je vektorový prostor (nekonečné dimenze)
a+ b = (a1 + b1, a2 + b2, . . . )
r · a = (ra1, ra2, . . . )

• ‖a‖2 = 0 ⇔ a = 0 = (0, 0, . . . )

• ‖ra‖2 = |r| · ‖a‖2

• ‖a+b‖2 ≤ lim
n→∞

√
n∑

i=1

(ai + bi)2 ≤ lim
n→∞

(

√
n∑

i=1

a2i+

√
n∑

i=1

b2i ) ≤ ‖a‖2+‖b‖2

• B = {a ∈ l2 : ‖a‖2 ≤ 1} (jednotková koule) - omezená, uzavřená.
B neńı kompaktńı:
an = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, 0, . . . )
z posloupnosti (an)∞n=1 nelze vybrat konvergentńı podposloupnost.
a1 = (1, 0, 0, . . . )
a2 = (0, 1, 0, 0, . . . )
a3 = (0, 0, 1, 0, . . . )
m 6= n : ‖am − an‖2 =

√
2

⇒ an nemůže konvergovat.
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4) [0, 1]N = {(x1, x2, . . . ) : xi ∈ [0, 1]∀i}
x, y ∈ [0, 1]N . . . d(x, y) =

∞∑
i=1

|xi−yi|
2i

• součinová metrika

• Hilbert̊uv kvádr

• zřejmě d je metrika

Plat́ı: xn → x v [0, 1]N ⇔ xn
i → xi ∀i ∈ N.

xn → x ⇔
∞∑
i=1

|xn
i −xi|
2i −−−−→

n→∞
0 ⇔ |xn

i − xi| −−−−→
n→∞

0 ∀i ∈ N.

Tvrzeńı: [0, 1]N je kompaktńı metrický prostor.

Poznámka: Kompaktnost se zachovává při kartézském součinu.

Důkaz: Mějme posloupnost xn ∈ [0, 1]N, chceme vybrat konvergentńı pod-
posloupnost.

Z Weierstrassovy věty existuje vybraná podposloupnost: x
σ1(n)
1 → x1 ∈

[0, 1], n → ∞
x
σ2(σ1(n))
2 → x2 ∈ [0, 1]

...
x
σkσk−1...σ1(n)
k → xk ∈ [0, 1]

...
(indukćı)
diagonálńı výběr: σ(1) = σ1(1), σ(2) = σ2σ1(2), . . . , σ(k) = σkσk−1 . . . σ1(k), . . .

x
σ(n)
i → xi ∀i ∈ N

5) C[a, b] = {f : [a, b] → R, f spojitá} - vektorový prostor

a) ‖f‖s = sup
t∈[a,b]

|f(t)| (supremová norma)

(‖ · ‖s je norma - cvičeńı!)
B = {f ∈ C[a, b] : ‖f‖s ≤ 1}
- neńı kompaktńı!
fn(t) = sin(nt); m 6= n ⇒ ‖fm − fn‖s = (∗)
(∗) = sup

t∈[a,b]

| sinmt− sinnt| 6−−−−−→
m,n→0

0.

gn(t) = tn, t ∈ [0, 1]
Žádná vybraná podposloupnost nekonverguje v ‖ · ‖s ke spojité funkci.

b) ‖f‖1 =
b∫
a

|f |

- norma na C[a, b]

(‖f‖2 =

√
b∫
a

|f |2, ‖f‖p = p

√
b∫
a

|f |p, p ≥ 1)
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• f = 0 ⇔ ‖f‖1 = 0

(plyne z: g spojitá, g ≥ 0,
b∫
a

g = 0 ⇒ g ≡ 0)

•
b∫
a

|f + g| ≤
b∫
a

|f |+
b∫
a

|g|; fn(t) = tn . . . fn
‖·‖1−−→ 0

B = {f ∈ C[a, b] : ‖f‖1 ≤ 1} neńı kompaktńı
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Přednáška 3.1.2011

Definice: (X, d) metrický prostor
Posloupnost prvk̊u (xn) prvk̊u z X je cauchyovská, jestliže:
∀ε > 0∃n0 ∈ N∀m,n > n0 : d(xm, xn) < ε.

Definice: Řekneme, že metrický prostor (X, d) je úplný, jestliže každá jeho
cauchyovská posloupnost konverguje.

Př́ıklady:

• R, Rn

• Q neńı úplný
qn ∈ Q, qn →

√
2

(qn) je cauchyovská, ale qn 6→ v Q.

• (0, 1) neńı úplný: ( 1n )
∞
n=1 je cauchyovská, ale nekonverguje v (0, 1).

Tvrzeńı 4.6: X je úplný metrický prostor, A ⊆ X uzavřená. Pak A je úplný
metrický prostor.

Důkaz: xn ∈ A, (xn) cauchyovská v A ⇒ (xn) je cauchyovská v X
úplnost X⇒ ∃x ∈ X, xn → x;
A uzavřená ⇒ x ∈ A ⇒ A je úplný.

Tvrzeńı 4.7: Každý kompaktńı metrický prostor je úplný.

Důkaz: bud’ (xn) cauchyovská v X, necht’ X je kompaktńı. Existuje vybraná
podposloupnost xσ(n) → x ∈ X
Ukažme, že xn → x:
Bud’ dáno ε > 0.

1. ∃n0, ∀m,n > n0 : d(xm, xn) < ε

2. ∃n1, ∀n > n1 : d(xσ(n), x) < ε

n > max{n0, n1} ⇒ d(xn, x) ≤ d(xn, xσ(n)︸ ︷︷ ︸
<ε

+ d(xσ(n), x)︸ ︷︷ ︸
<ε

< 2ε. (σ(n) ≥ n > n0)

Př́ıklad: R je úplný, ale neńı kompaktńı.

Poznámka: úplnost R axiom suprema.

Př́ıklad: (C[a, b], ‖ · ‖s) . . . spojitá funkce na [a, b], ‖f‖s = sup
x∈[a,b]

|f(x)|, úplný

metrický prostor.

Důkaz: (fn) cauchyovská posloupnost v C[a, b]

tedy: ∀ε > 0∃n0 ∀m,n > n0 : sup
x∈[a,b]

|fn(x)− fm(x)| < ε
v. 2.12⇒ fn ⇒ f na [a, b].

Podle věty 2.13 je limita f spojitá na [a, b] ⇒ fn → f v C[a, b].
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(C[a, b], ‖ · ‖1) ‖f‖1 =
b∫
a

|f |

neńı úplný: necht’ např́ıklad [a, b] = [−1, 1]

fn(x) =


−1 . . . x ∈ [−1,− 1

n ]

nx . . . x ∈ [− 1
n ,

1
n ]

1 . . . x ∈ [ 1n , 1]

m ≤ n . . . ‖fm − fn‖ =
1∫

−1

|fm − fn| =
1
n∫

− 1
n

|fm − fn| ≤ 2
m . (fn) je cauchyovská.

fn 6→ v (C[−1, 1], ‖ · ‖1)

Kdyby fn
‖·‖1→ f : pak f(x) =

{
−1 . . . x ∈ [−1, 0)

1 . . . x ∈ (0, 1]
. . . f nelze spojitě dodefi-

novat v 0.

Definice: (X, d) metrický prostor, f : X 7→ X.
Řekneme, že f je kontrakce, jestliže:
∃q ∈ (0, 1) ∀x, y ∈ X : d(f(x), f(y)) ≤ q · d(x, y).

Př́ıklad: f(x) = x
2 + 1, f : R 7→ R

|f(x)− f(y)| = |(x2 + 1)− (y2 + 1)| = |x−y
2 = 1

2 |x− y|

Poznámka: (cvičeńı) Každá kontrakce je stejnoměrně spojitá.

Poznámka: Nestač́ı d(f(x), f(y)) < d(x, y)∀x, y ∈ X !

Definice: x ∈ X je pevným bodem zobrazeńı f : X 7→ X, jestliže f(x) = x.
Pro f : X 7→ X; znač́ıme f1(x) = f(x), f2(x) = f(f(x)), . . . , fn(x) = f(fn −
1(x)), . . . iterace zobrazeńı f .

Věta 4.8: (Banachova věta o pevném bodu)
X úplný metrický prostor, f : X 7→ X kontrakce. Pak:

(i) f má právě jeden pevný bod x0 ∈ X;

(ii) ∀x ∈ X, fn(x) → x0, n → ∞.

Př́ıklad: f(x) = 1 + x
2 , X = R (dva obrázky)

Důkaz: x ∈ X, n ∈ N (n > 1), k ∈ N
d(fn+1(x), fn(x)) ≤ q · d(fn(x), fn−1(x)) ≤ q2 · d(fn−1(x), fn−2(x)) ≤ · · · ≤
qn · d(f(x), x)
d(fn+k(x), fn(x)) ≤ d(fn+k(x), fn+k−1(x))+· · ·+d(fn+1(x), fn(x)) ≤ (qn+k−1+

qn+k−2+ · · ·+ qn) ·d(f(x), x) = qn−qn+k

1−q ·d(f(x), x) ≤ qn

1−q ·d(f(x), x) →
n→∞

0 ⇒

(fn(x))n = 1∞ je cauchyovská v X
úplnost⇒ fn(x) →

n→∞
x0 ∈ X.

Ukážeme, že x0 je pevný bod f :

x0 = lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

fn+1(x) = lim
n→∞

f(fn(x)︸ ︷︷ ︸
x0

)
f spojité

= f( lim
n→∞

fn(x)) =
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f(x0).

x0 je jediný pevný bod f :
Bud’te x0, x̃0 pevné body f .
d(x0, x̃0) = d(f(x0), f(x̃0)) ≤ q · d(x0, x̃0)
q < 1 ⇒ d(x0, x̃0) = 0 ⇒ x0 = x̃0.
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Přednáška 10.1.2011

X je úplný metrický prostor
def.⇔ každá cauchyovská posloupnost konverguje.

Př́ıklad: R,Rn, (C[a, b], ‖ · ‖s)

Banachova věta: X úplný metrický prostor, f : X 7→ X kontrakce ⇒

(i) ∃!x0 ∈ X, f(x0) = x0 (pevný bod f)

(ii) ∀x ∈ X, fn(x) → x0

Př́ıklad: l2 je úplný.
l2 = {(an) ∈ RN : ‖(an)‖2 < ∞}

‖(an)‖2 =

√
∞∑

n=1
a2n

Důkaz: (an) necht’ je cauchyovská posloupnost prvk̊u z l2.

∀n ∈ N : an = (an1 , a
n
2 , . . . ),

√
∞∑
i=1

(ani )
2 < ∞

Cauchyho podmı́nka: ∀ε > 0 ∃n0 ∀m,n > n0 : ‖am − an‖2 < ε√
∞∑
i=1

(ami − ani )
2 < ε

? am
l2→ a

1) zřejmě ∀i ∈ N : (ani )
∞
i=1 je cauchyovská

|ami − ani | ≤
√

∞∑
i=1

(ami − ani )
2

⇒ ani → ai ∈ R (úplnost R), označme a = (ai)
∞
i=1

2) a ∈ ln: cauchyovská ⇒ omezenost
∃M > 0, ‖an‖2 ≤ M ∀n ∈ N

limitńım přechodem
n→∞

:

√
∞∑
i=1

(ami − ani )
2 ≤ ε ⇒ ‖a‖ ≤ ‖am‖︸ ︷︷ ︸

≤M

+ε.

3) an
l2→ a :

‖an−a‖22 =
∞∑
i=1

(ani −ai)
2 =

i0∑
i=1

(ani − ai)
2

︸ ︷︷ ︸
0 ∀i0∈N

+

∞∑
i=i0+1

(ani − ai)
2

︸ ︷︷ ︸
≤
∑
i>i0

(ani )
2

︸ ︷︷ ︸
<ε

+

∑
i>i0

a2i︸ ︷︷ ︸
<εpro i0 velká

=
∑
i>i0

(ani )
2 ≤

∑
i>i0

[(an0
i )2︸ ︷︷ ︸
<ε

+ (ani − an0
i )2︸ ︷︷ ︸

<ε z cauchyho podmńınky

]
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Aplikace Banachovy věty:

1. Přibližná řešeńı soustav lineárńıch rovnic
(?)Ax = b, A matice n× n, x, b ∈ Rn

Ax− x = b− x
(A− I)x = b− x
x = (I −A)x+ b
L(x) = (I −A)x+ b, L :Rn 7→ Rn

afinńı

hledáme pevný bod L
? je L kontrakce ?
∃q < 1 : ‖(I −A)x− (I −A)y‖ ≤ q‖x− y‖
‖(I −A)u‖ ≤ q‖u‖ ∀u ∈ Rn

pokud ano: z ∈ Rn libovolný, z0 = z
zn = (I −A)z(n−1) + b = L(z(n−1))
zn → x . . . řešeńı (?).

2. Existence a jednoznačnost řešeńı diferenciálńıch rovnic
(?) : y′ = f(x, y)), y0 = y(x0)
f : G 7→ R, G ⊆ R2 otevřená
f spojitá, (x0, y0) ∈ G.
(hledáme funkci y = y(x), x ∈ I)

Př́ıklad: y′ = 2y, y(0) = −2{
y = 0
y′

y = 2 
∫

y′

y dx =
∫
2 dx

log |y| = 2x+ C

|y| = e2x+C = eC · e2x
y = K · e2x, (K ∈ R)

−2 = K · e0
y = −2e2x

x ∈ R

Věta 4.9 (Picardova):
G ⊆ R2 otevřená, f : G 7→ R spojitá
Necht’ existuje M > 0 tak, že ∀(x, y), (x, z) ∈ G : |f(x, y)− f(x, z)| ≤ M |y − z|
Pak ∀(x0, y0) ∈ G ∃δ > 0 tak, že rovnice (?) má na intervalu (x0 − δ, x0 + δ)
právě jedno řešeńı.

Důkaz: Bud’ δ > 0 (bude upřesněno)
úloha (?) je charakteristická rovnice

(??): y(x) = yo +
x∫

x0

f(t, y(t)) dt, x ∈ (x0 − δ, x0 + δ)

označme operátor (zobrazeńı) A : C[x0 − δ, x0 + δ] 7→ C[x0 − δ, x0 + δ]

(Ay)(x) = y0 +
x∫

x0

f(t, y(t)) dt

C[x0 − δ, x0 + δ] je úplný (se supremovou normou)
A je kontrakce:
y, z ∈ C[x0 − δ, x0 + δ]
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‖Ay −Az‖s = sup
x0−δ≤x≤x0+δ

|
x∫

x0

f(t, y(t)) dt−
x∫

x0

f(t, z(t)) dt|

= sup
x0−δ≤x≤x0+δ

|
x∫

x0

(f(t, y(t))− f(t, z(t))) dt|

≤ sup
x0−δ≤x≤x0+δ

x∫
x0

|(f(t, y(t))− f(t, z(t)))| dt

≤ sup
x0−δ≤x≤x0+δ

x∫
x0

M |y(t)− z(t)|︸ ︷︷ ︸
≤‖y−z‖s

dt ≤ δM‖y − z‖s ≤ ‖y − z‖s

q = δM < 1
0 < δ < 1

M
Použijeme Banachovu větu ∃!y ∈ C[x0−δ, x0+δ], Ay = y ⇒ y řeš́ı (??) ⇔ y
řeš́ı (?).

Př́ıklad: y′ =
√
1− y2

y′√
1−y2

= 1

arcsin y = x− C
y = sin(x− C), x ∈ (C − π

2 , C + π
2 ), C ∈ R

y = ±1 . . . také řešeńı.
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