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1 Vicerozmérny Riemannuv integral

Definice: n-rozmérny iterval (box)

I=Ja1,b1] X - X [an,bp]; —00 < a; <b;<oo;i=1,...,n
objem boxu: |I| = [] (b; — a;)
i=1

Déleni boxu na “podboxy”:
D =D X XDy, kde D; = {a; =t% <t} <--- <tf = b} je délen [a;, bi],
tedy D = {[t] ", #]'] x - x [t t0r]: 1<ji <k, i=1,...,n}

r'n

norma déleni D : v(D) = max v(D;)

Méjme omezenou funkei f : I — R a déleni D.
s(f,D)= > |J| ir}f f nazveme dolnim souc¢tem f vzhledem k D
Jjep -

S(f, D)= >_ |J|sup f nazveme hornim souc¢tem f vzhledem k D
JeD J
| f =sups(f,D) - dolni Riemannuv integrél z f
I D
Jf= i%fS(f, D) - horni Riemannuv integral z f
T
Jsou-li si rovny, definujeme Riemanniiv integrél z f:
Ir=Jr=1Jf
T T T
R(I) ={f : I — R takové, ze existuje [ f}
T
Znaceni: pise se [ f = [ f(x,y)dzdy, I C R?
1 T

Poznamka: Plati analogicka tvrzeni jako pro jednorozmeérny integral.

Véta 1.1: f: I — R omezend
feERUI)=Ve>03D:S(f,D)—s(f,D) <e.

Véta 1.2: f: I — R spojitd = f € R(I).

Poznamka k dukazu:



f spojitd = f stejnomérné spojita na I. D déleni, aby VJ € D : sup f—ir}ff <e.
J
Déle pouzijeme vétu 1.1.

Definice: X, Y metrické prostory, f : X — Y. f je stejnomérné spojita, jestlize
YVe>0:36>0:Vo,y € X :dx(z,y) <d = dy(f(z), f(y)) <e.

Véta 1.3: f: K — R spojitda, K kompaktni = f je stejnomérné spojita.
Ptipomenuti: kazdy box je kompaktni.

Definice: N C R” je nulovd mnozina (mnozina nulové (Lebesgneovy) miry),

jestlize Ve > 0 existuje posloupnost boxu Iy, Io, ... takova, ze N Q.Ole I; a plati
1=
o0
Z ‘Iz| < €.
i=1
Poznamky:
1. Kazda spocetna mnozina je nulova.

0o
N:{Zl'l,xg,...},l'ie[i, |Iz|<%7zu—z|<€722%:5
[ 1=1

2. zadny box neni nulovd mnozina

3. existuji nespocetné nulové mnoziny (piiklad bude).

Definice: X, Y metrické prostory, f: X — Y, Dy = {x € X : f neni spojitd v
x} (body nespojitosti f).

Véta 1.4 (Lebesgne): f : I +— R omezena. I C R” box. Pak f € R(I) & Dy je

nulovd mnozina.

Idea dikazu v piipadé n = 1:
<= > || <e

Dausledek: f,g € R(I) =
a) af + Bg € R(I) (aplati [(af +Bg) = [ f+5[9); Dasrsg € DsUD,
T T T
b) foge R(I)
c) max{f,g} € R(I)
Diusledek: f >0, f € R(I), [ f =0={z: f(z) > 0} je nulovd mnozina.
1
Dukaz: {z : f(z) > 0} C Dy.

Véta 1.5 (Fubini): I CR™,J C R” boxy, f : I xJ — R omezend, f € R(IxJ).
Pak nésledujici tti integraly existuji a rovnaji se:

il f=f(ff(w,y)dy)dx={(}ff(x,y)dx)dy. (xelyel).

IxJ I

11 1

Piiklad: [ fP(x + 2y)3dady = M‘(x + 29)% dy) dx = Of([%]gj))dx =
0,1

1 ‘ B} 11

{(w+22§47m4 dr — [(I+21)57$5]£26 _ 35_14;)2 +0 _ 24323—32 _ % _ Of(of(er



1 1
. 2429)4 o= 142y)%—(2y)* 14+2y)5—(29)° yy=1 _
2y)3 da) dy = f[( +4y) Jr=ldy = [ (a+ U)4 (2y) dy = [( + y)10 (2y) }Z:é _
0 0
3°-25-1 _ 21
10 1
. ‘ ( .. l...z€FE
Definice: E C R"™ omezend, OF nulovd mnozina = xg(z) = 0 ¢ B

(Charakteristickd funkce mnoziny E - plati xg € R(I) pro kazdy box I O E
Objem E: volE = [ xg

T
Cviceni: vol E nezavisi na volbé boxu I O F.
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Duikaz véty 1.5: oznacime p(z) = [ f(z,y)dy

7
?
(WGR()
fso— I f
IxJ
Vlme Ve > 03D déleni I x J takové, ze s(f,D) > [ f—e.

IxJ

D, déleni I
D =D x Dy, kde { _+ C“M
D5 déleni J

f—e<s(f,D) = K|inf f = Al-|B| inf f(z,y) = Al inf (|B| inf f(x,y)) <
g (10)= X IKlipf = & JAMBI pf e = © 5 1A inf (B] inf f(@,0)

Tlrelg( inf f(z,y))

> |A] inf > (B nf [(2,y))

AeD,y BeD-
s(f(z,),D)
(> infgi(u) <inf >~ g;(u))
= u =
def.
= 2 |Alinf s(f(z,-),D2) < 3. |A] inf /(x,y)dy = > |A|inf p.(z)
A€D1 AED, €A J A€D1 z€A
!!w(z)w*(w){f@,y)dy

Stejné dostaneme: 3D’ = D] x Dj déleni I x J tak, ze
[ f+e>8(f,D)>---> > |Alsupy*(z)
IxJ AeDj TEA
[ fme< o lAlnfeu@) < 3 [Alswpet() < [ e (e >0)
IxJ AeD, z€A IxJ
=sup \AI inf p«(z) =inf > [Alsup ™ (z)

Dy AeD, €4 D1 aeD,  zeA

= [p.= [¢* = [¢. = [¢* (existuji a rovnajf se)
I T T T

¢s < p*
= f (" —ps) =0
>0
o*(z) = g_o (x) az na nulovou mnozinu.
Tedy o(z) = [ f(x,y) dy existuje pro vSechna x az na nulovou mnozinu a plati
J
peRU), [¢= [ f.
T IxJ

Pfipomenuti: volE = [ xg, (E < 1)

T
Existuje, pokud dF je nulovd mnozina.
v Xg(2).. . Dy = 0F
OE=FENR*\FE

Priklad:
E = {(x,y): 2> + y?> < 1}0F = {2? + y? = 1} je nulov4 mnozina.



Definice:

Jf=/[f xg, ECI omezena - existuje, pokud Dy a E jsou nulové.
E T

Znaceni: necht E C I x J omezena, I, J boxy
zel...E* ={yeJ:(x,y) € E} fezmnoziny E vz €[
yed...EV={zel:(z,y) € E}

Projekce: (obrézek 1)

mE={xel:3JyeJ(z,y) € E}

mE={yeJ:Jxel, (z,y) € E}.

Dusledek (Fubini): £ C R™ omezend, F nulovd, f : E — R omezend. Necht

| f existuje. Pak existuji integraly a rovnaji se:
E

b[f: [ ([ flay)dy)de= [ ([ flz,y)d)dy.

mE ET o EY

Piiklad: Spoctéte plochu trojihelniku (obrézek 2):
1 3751 2 37—1
I J 1dydx+f f 1dydx—f3mdx+f 31)dx
0 3-32

plochaT = 32-2y 3
I J d:cdy:f(l—%)dy:?)—%:%
01-% 0

Jesté k nulovym mnozindm:
E je nulovd € Ve > 03 boxy I, I, ..., ECU L : S |I| <.
v [

o0
Poznamka: E;, Fs, ... nulové mnoziny = 'U1 E; je nulové.
1=

Ditkaz: Vi...E; C I} UT2UT3 U
> < 5

Priklad: Existuje nespocetnd nulovd mnozina v R*.
[0,1]=Ey D2 FEy 2 FE> D
Ej); ... sjednoceni 2F uzavrenych intervalu délky 3%(7 k=0,1,2,...

o]
E :kﬂ E ... nespocetna nulova.
=0

ECE,=I'U ul,gk,z|ﬂ|_2k L =)k =0,k oo
Jj=1

x € [0,1]... reprezentace v trojkové soustavé: x = »_ 7k, x; € {0,1
i=1

(I1,$271‘3, e )

x = (x1,22,23,...), T; # 1Vi

= x € F = E je nespocetna.

FE ... Cantorovo diskontinuum.

2} 5 =
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Substituce

Pf'ipomenuti' fie(ab]) — R
©(b)

f foult = | fl

e(a)
Definice: U C R" oteviend, neprazdnd, ¢ : U — R"
@ je regularni na U, jestlize:
(a) ¢ je tiidy C* (tzn. existuji spojité parcialni derivace 1. fadu na U.)
(b) ¢ je prosté na U
(¢) Dp(u) ma hodnost n Yu € U

Motivaéni priklad: I C R" box, L : R™ — R" linearni

vol L(I) =?
plati: vol L(I) = |det L| - |I]
S
—uy
L =
-, —
bud |jv]| =1,vLlu;Vi<n—1
VYJa,“dfl,me Up = QUL+ F Qp_1Up—1 + va (ST O‘nfbﬁ €R
uy
U2
det L = B det
Un—1
v

Definice: ¢ : U — R” regularni, U C R™ oteviena
Jo(u) AL et Dy(u) ... Jakobidn zobrazeni ¢ v bodé u. (Ztejmé Jp(u) # 0.)

Véta 1.8 (o substituci): A C R™ omezend, 0A nulovd mnozina

:int A — R™ reguldrni; f: p(A) —» R.
Pak f op)|Tel= [ f, malijeden z integralii smysl.

#(A)

Pi#iklad 1: polérni substituce ¢ : (r,t) — (rcost,rsint), r > 0, ¢ € (0,27)
U = (0,00) x (0,2m)
o(U) = B2~ {(2,0) : 2 > 0}
Lo : nulova mnozina

27 1

_dwdy —Ardrdt =2r [ 2L =
{w2+[/{<1} Vi-a?oy? ff f e
[s=1 z=rcost| @oA)={2?+y* <1}~Lo | _ s _ 1_

[d8:—2rdr y=rsint | A={(rt):r<1,t€ (0,27} —7r0f < = m2vslo =

2m o

S ar| _ |cost,—rsint|
Je(r,t) = %7% " | sint,rcost




[c|c]z = rcosucosv >0
Priklad 2: sférické souradnice ¢ y = rsinucosv u € (0,2m)
z=rsinv ve(-3,%)
CcoSUCOSV —rsinucosv —7rcosusinv
Jo(r,u,v) = |sinucosv rcosucosv —rsinusinv| = sinv(r
sinv 0 T COSV
2

[ V)

sin? u sin v cos v+

72 cos? usin v cos v) +7r cos v(r cos

TQCOS’UCOSQU = ’I“QCOSU

2

wcos? v4rsin? u cos? v) = r? sinvsinv cos v+

3
S
S

2 2r 1 2m 1
[[[  2*dzdydz = f2 [ [ r?sin®vr? cosvdrdudv = [ du- [ r*dr-
{12+y2+z2<1} -Z 00 0 0 -

27r5fp dp=33 =1t

5
(smv—p, cosv dv = dp)

sin v cosv dv =

%m‘ :

VB

2 Posloupnosti a fady funkci

2.1. Komplexni ¢isla

Definice: C = R x R...mnozina komplexnich ¢&isel
s¢itani a ndsobeni skaldru (jako v R?)
ze€C...z2=(z,y)
; = (0,1)...imaginarn{ jednotka
. | = Rez (redlna ¢dst)
z=x+1y . s
y = Imz (imagindrn{ ¢dst
Definice: operace nasobeni na C
21 =T1 + 1, 22 = T2+ iy
def. . )
21 -2 = (11w — y1ye) +i(ziy2 + wayn); i = —1
e nisobeni je komutativni a asociativni
o1 =110 je jednotkovym prvkem vzhledem k nasobeni

oz #£0,2€CIz "t = ;2:_1;’2;(2 =z +1iy)

Tvrzeni 2.1: (C,+,-,0,1) je komutativn{ téleso.

Poznamka: Na C nelze definovat usporadani, abychom dostali usporadané

téleso rozsifujici (R, <).

Diikaz sporem: necht (C, <) je uspoiadené téleso.

- 1>0=4-19>0-9= —1>0...spor
i<0=1-(—i)<0-(—i)=1<0...spor

Definice: z € C,z = x +1y...Z = ¢ — iy € C je komplexné sdruzené ¢islo k
¢islu z.
|2| = Vz -z = /2% 4+ y2...absolutn{ hodnota komplexniho é&fsla z.

Poznamka: |z| = ||(z,y)]]
Tedy pro | - | plati trojihelnikova nerovnost.



(zn) . . . posloupnost komplexnich ¢isel, z € C

zn—>z,n—>oo,dg' |z, — 2| — 0.
(Totéz jako konvergence v (R2, || - |))

Tvrzeni 2.2: [z, =2, + iy, > x+iy =2] S zy = T Ay = .

Dukaz: max{|z, — x|, |yn — y|} < |2n — 2| < |z — 2| + |yn — ¥l

(bylo, /3~ a7 < 37 ai)

Piipomenuti - Bolzano-Cauchyova podminka konvergence (véta 3.8 LS ’09):
(zn) konverguje < Ve > 03ngVm,n > ng : |z2m — 2n| < &.
n

o0
Definice: z,, € C--- > z, konverguje, jestlize s, = > 2z — s € C.
n=0 k=0

(oo} oo}
Tvrzeni 2.3: ) [z,| <00 = ) 2, konverguje.
n=0 n=0

(Dukaz z Bolzano-Cauchyovy podminky.)

10
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o0
> zp, 2n € C
n=0

Sp=2420+ " +2,€C
oo
Spn—=s€C= 3 2z, =s.

n=0
Véta 2.4 (Dirichletovo a Abelovo Kriterium konvergence fady):

o0

an € C,b, > 0, (by,) nerostouci. Pak Y a,b, konverguje, je-li splnéna nékterd
n=0

z podminek:

o0
[Abelovo kriterium:] > a, konverguje;
n=0

o0

[Dichletovo kriterium:] > a, méa omezené ¢astetné soucty a b, — 0.
n=1

Poznamka: Leibnitzovo kriterium plyne z Dirichletova: a,, = (—1)".

Priklad: >’ % konverguje (z > 0).

n=1

Diikaz: a, = sin(nz), b, = +.
? > a, mé omezené ¢stecné soutty
2sinasin 3 = cos(a — ) — cos(a + §)
n n
2sin § kzl sinkx = kzl(cos(% — k)x — cos(3 + k)z) = cos £ — cos(n + 3)z

n Lz ) 1
| kglslnkad == 22;(:(£+2w| < |Sirll%‘ .(sinZ #0).
Dukaz Dirichletova kriteria
b, > 0: Bud déno ¢ > 0.
E'TLO, 0< bno <eg
Sn=ag+ -+ ap; IM : |s,| <M < coVn.
Podle BC kriteria potfebujume dokazat:
n
IV >m>ny:| D, apb| <e.
k=m+1
am+1bm+1 + a7n+2bm+2 +---+ anbn ==
- (Sm+1 - sm)berl + (3m+2 - Sm+1)bm+2 +-- 4+ (Sn - Snfl)bn -
= Sm+1 (berl - bm+2) +sm+2 (bm+2 - bm+3> + - tSp—1 (bnfl - bn) _Smbm+1+
>0 >0 >0

Snby
n

| > arbi] < M(bms1 — bn) + 2Mbpyy1 < 3Mbyyy1 < 3Me pro m > ny.
m—+1

2.2. Funkce komplexni proménné
DCC,f:D—C
[=f+if2=Ref+iImf

znadceni:

Ue(z0) ={z € C: |z — 2| < &}

11



P.(z0) ={z€C:0< |z — 2| <&}
li_>m f(2), spojitost f v zg jako v R?.
z zZ0

Definice: Necht funkce f je definovéna na néjakém okoli bodu zy € C. Derivaci
f v bodé zg definujeme f'(z9) = lim M pokud limita existuje (v C).

Z—r20

Poznamka: Nelze derivovat zvlast redlnou a imagindrni &ést.
Tvrzeni 2.5: Existuje-li f'(zg) € C, pak je f v bodé zy spojité.

Ditkaz: lim f(z) ~ f(z0) = Jim LEI ) (5 — ) = lim L&) (40 je

20 —<0 zZ—20 z

f(20)) - lim (2 — 29)(to je 0) = 0.

Z— 20

Cviceni: lim g(z) =0, h(z) omezend na P.(z9) = lim g-h(z) =0.

zZ—20 zZ—20

Piiklad: (") =nz""!(n € N)
Tvrzeni 2.6: f' =0 na C = f je konstantni v C.

Dikaz: f = fi1 +if2, g(x) = f(2,0), 2 € R, g = g1 +ig2

I — T3 9&+)—g(t) _ : F (@) +@E8)—f@y) _
g'(x) = tlg% = (t7s)lgr(1070) t+is =0.
0=¢'(z) =gi(z) +igh(x) = ¢} (x) = gh(x) = 0 = g1, g2 jsou konstantni
= [ je konstantni na {(x,0) : z € R}.
vezméme a,b € C, a # b
gt)=f((1—t)a+tb),t eR
g'(t) = 0 = g konstatni = ¢(0) = g(1) = f(a) = f(b) = f je konstantni.

Véta 2.7 (Cauchy-Riemannovy podminky existence derivace komplexn{ funkce)
Nechf f = f1 +ifs je definovdna na okoli bodu zo € C; znac¢ime z = x + 1y.
Pak f’(z9) existuje pravé tehdy, kdyz existuji az (zo), a’; (20), 7 = 1,2 a plati

o) 2] o) _ 9
G (20) = G2 (20), H2(20) = —F2(20).

f=h+ifa

Pak plati: f/(z0) = %1 (20) + %2 (20)

Ditkaz = f'(z) = t—}l(i)HtleR f(zo+t1—f(zo) - t_}(i)HtlE]R f(20+12—f(20) — }g% fl(wo+t7yoi—f1(xo,yo)_~_
e fa(@ott,yo)=fa(osyo) (1 (107y0+t) f1(20,%0) 2(20,Y0+t) = f2(x0,Y0)
i t = (-9 i 2 N

=1+r+L +2 4. zeR

2.3. Mocninné rady

12



k

Definice: e* = exp(z) = .2 €C

18

k=0

S .
Pozndmka: % konverguje absolutné Vz € C:
k=0
oS k
> |2|! konverguje podle podilového kriteria: “A+ 2]
k=0

13
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Tvrzeni 2.8: % =¢? . %, z,w € C

Dukaz: zy € C pevné
(e*) = (1+z+§+...)
Oznac¢im g(z) = e* - e*0~#
g/(z) — eZ . eZO—Z _ eZ . eZ[)—Z — O

= g = konstantni na C

¥ =1, g(0) = e = e*0 =¢* - 207 *Vz € C
eVt =¢e*. e (20— 2z =w, 20 = 2z + W).

s v.2:11 1—&-2—1—27?4-"':62

Disledek: e7* = L, 2 € C
e* #0VzeC

o0

Mocninna fada: f(2) = 3. ax(z — 20)% (%)
k=0

zp € C...stfed mozninné rady

ay, € C...koeficienty

Tvrzeni 2.9: Jestlize (x) konverguje pro néjaké z € C a w € C spliuje
|w — 20| < |z — 20|, pak () konverguje pro w absolutné.

Diikaz: |ay(w — 20)*| = |ap(z — zo)k)||1§%j§|k < M -qF... geometricks fada
(0 < ¢ < 1; ziejmeé z # zg)

Y ar(z — 20)* konverguje = IM > 0,Vk € N : |ag(z — 20)*| < M.

k

oo
= " ar(w — 20)* konverguje absolutné.
k=0

Definice: R = sup{|z — z¢| : (*) konverguje v z} € [0, c0] (polomér konvergence
mocninné fady (x)
K(z0,R) ={z € C: |z — 2| < R}

Dusledek: (%) konverguje absolutné vsude v K(zp, R) a diverguje vsude na
{z: |z — 20| > R}.

Poznamka: na hranici K (29, R) = {# € C : |z — 20| = R} muze mocninna
rada konvergovat i divergovat.

k
... R=00.

NgE

Piiklad: 1) f(z) =

el
Il

0
2) f(z):kijozk...Rzl.

Tvrzeni 2.10: Mocninné fady (x) . ax(z—z0) a (+) kay(z —zo)
k=0 k=1

k-1 maji

stejny polomér konvergence.

Diikaz: BUNO necht zp = 0.
ozna¢me R ...polomér konvergence (x)
R’ ...polomér konvergence (*)

14



o0
R’ je téz polomér konvergence fady Y. kayz".

k=1
1) R <R: R =0...jasné.
necht R’ > 0, zvolme 0 < r < R’
3" kayz* konverguje absolutné na {z : |z| = r}
= 3" axz" konverguje absolutné na {z : |z| = r}
=R>r=R>R.
2) R < R'. Necht R > 0 (jinak jasné)
0<r<R,zeC,r<|z|]<R
3" axz* konverguje absolutné v z
= 3IM > 0,Yk : japz®| < M
|kagrk| = |akzk|1€(é)’C = " klag|r* konverguje
~ R >r R >R

Véta 2.11: Necht fada f(z) = 3 ax(z — 20)* m4 polomér konvergence R > 0.
k=0

Pak f'(z) = io: kap(z — 20)k~ 1, 2 € K(20, R).
k=1

Diikaz: BUNO 2z =0
oznaéme s, (2) = Y. apz®, R, (2) = Y. apz®.
k=0 k=n+1
f(2) = sn(2) + Rn(2)
zvolme w € C, |[w| < R,r > 0,0 < |w| <r <R
pro z # w,|z| < R:
HEI — g(w) = (== — 5] (w)) + (57, (w) — glw)) + LB

Z-w z—w P
o0
g(w) = Z kakwk*
k=1
— = ey k_ .,k
Bl - 1o Y aF—wf) = Y et
k=n+1 k=n+1
k_, k
|20 = 2 h 2 4 2R b < kb

= |7R”(Z)_R"(w)| < i lag|krF—1 < e dostateéné velké N
—w < k pro dostateéné velké n € N.

k=n-+1
o0 o0
|sh (w) — gw)| =] Y karw* 1| < Y k|ag|r¥~! < e pro dostateéné velkd
k=n-+1 k=n+1
n.
W —sh(w)| < e pro |w— z| < § “dostatetné malé”.
= |W—g(w)| <3eprolz—w|<4é
= f'(w) = g(w).
Diisledek: Ma-li f(2) = > ax(z — 20)* polomér konvergence R > 0, ma f v
k=0
K(z0, R) derivace véech fadi a plati: f*)(z) = 3> n(n—1)...(n—k+1)ap(z —
n=~k

Zo)"_k, k € N.
Diisledek: Plati a; = £ | =0,1,2,...

Tedy koeficienty mocninné fady s kladnym polomérem konvergence jsou jed-
noznacné urceny.
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Pozndmka: f(z) = Y ap(z — 20)¥, R >0
k=0

zzk+l
F(z) = Ea(ki)l

Pak F(z ) mé rovnéz polomér konvergence R a plati F’ = f na K(zp, R).

_ 6 _
1+m2*m*51—$7+$ -2+ (R=1

Priklad:

=Sarctgr =ap+z - F + % — % +...
arctg0 =0=0a9=0.(R=1)

, 1+m2 = (arctgz)’)

16



Prednaska 8.11.2010

2.3. Stejnomérna konvergence
Poznamka: f, —» fna M < f,(z) — f(z)Ve € M

Definice: A #0; f,,f : A = R(C)

= na A Ve > 03ng eNVn>ngVa € A |fr(x) — f(z)| <e.
Posloupnost funkei (f,,) stejnomérné konverguje k funkci f na mnoziné A.

Pozndmky: 1) f, = f na A & sup |fn(z) — f(x)] = 0,n — oo.
z€A

) fn=2fnaA= f,— fnaA(fu(z) = f(z)Vx € A) (Bodova konvergence).
Priklad: f,(z) =z",z € [0,1]

0...z<1
n —
@ =31 o

0...r<1

fn(x)_)f’f(x):{l...le

VYneN: sup |fu(z)— f(z)|=1= fn & fnal0,1]
z€[0,1]

Vg<1:f,= fnal0,q] nebot: sup |fu(z)— f(z)|=4q" — 0 (ale: f, & f na
z€[0,q]
[0,1)).

Véta 2.12 (BC-podminka pro stejnomérnou konvergenci)
Necht funkce f, (n € N) jsou definovédny na mnoziné A. Pak f, = na A < Ve >
03no Vm,n > ng : sup | fm(x) — fn(2)] <e. (tzn. 3f, f, = f na A)

z€A

Dtkaz: = snadné

< Vo € A:(B-C)= 3f(x), fulz) — f(z).

m,n > ng :sup | fm(x) — fu(z)] < e = Yn > ng,sup|fn(z) — f(z)] <e,
z€A z€A

Poznamka - dilezita:

(X, d) metricky prostor. C(X) = {f : X — C, f spojitd}

fecX)... =§2§|f($)|

? ]| - || je norma na C(X)
M IfI=00fll=0& f=0
2) llafll = lal - | £

G) If +gll < £+ gl
Plati: f,, = fna X < |fn— fll =0

Tedy stejnomérnd konvergence spojitych funkei je konvergenci v NLP C(X).
(C(X) nemd kone¢nou dimenxi pro X nekonecnou)

Otézka: f, — f, f, Spojité = f spojita.
NE ... 2" — nespojitd funkce na [0,1]

lim f(z)= lim lim f,(x) Z lim lim fn(x) :nli_{rgofn(xo) = f(xo)

T—x0 T—To N—00 n—00 T—T0

17



Véta 2.13 (Cauchy):
fn spojité funkce na metrickém prostoru (X, d)
fn = f na X = f je spojita.

Diukaz: Zvolme zg € X pevné, € > 0.
Potiebujeme: 30 > 0,d(x, z¢) < § = |f(z) — f(zo)| < e

[f(@)=f(zo)| < |f(z) = ful@)| + |[fn(@) = fn(20)] +|fn(0) = f(20)| <
— —_— —
<5 - stm.konv. <% - pro d(z,x0)<d,35>0, spojitost frn < §—stm.konv.

e.(3ng,¥Yn > ng : n > ng pevné.)

Definice: f,,f: X - C
fn Zioe f < Vo € X 3 okoli U bodu z takové, ze f,, = f na U.
(Lokélneé stejnomérna konvergence)

Piiklad: z™ £ 0 na [0, 1).
2™ Zoe 0 na [0, 1).

Poznamka: X je kompaktni metricky prostor.
= [fn = < fn Sioc f]- (Dikaz bude.)

Definice: f,, : A = C; § fn konverguje stejnomérné na A EES Sp=fi+-+
fn = na A. =
Piseme io fn = na A; io:o fn =2 s na A.
Piiklad: io: b= we(-1,1)...8,(2) = Zn: ok = 1*1””_1?1
k=0 k=0
Vg € (0,1) : kioxk = = na [—q,q] ale ne na (—1,1).

Tvrzeni 2.14 (Weistrassuv text)
fo=fna Ae I(an),an =0, Vn:sup | fulz) — f(z) < ag.
€A

Dikaz: Pouzijeme vétu (bude pozdéji): “Z kazdého otevieného pokryt{ kom-
paktu lze vybrat kone¢né podpokryti.”

Neboli: X kompakt, X C |J G, G, oteviené mnoziny, I #0 = 3In € N, Jay,...,a, €
acl
I: X CGa,U---UG,,,.-

Véta 2.15 (Dimi):
Necht (f,) je monoténni posloupnost spojitych funkei na kompaktnim met-

rickém prostoru (X, d). Jestlize f,, — f na X, pak f, = f na X.

Poznamka:

hf< /S
f12f22~--fn\(f

Dukaz: g, = f, — f

18



Bud ¢ > 0 déno.

fn\fmgnZO,gn\O

fo A ign <0,9n /0 (podobne)
Vee X3In, eN:g,, (z) <5
Vo € X 3 okoli U(z)Vy € U(x) : |gn, (¥) — gn, (x)| < 5
= gn, (y) < € (spojitost g, v )

X C |J U(x) - oteviené pokryt{
zeX

=3dneN Joy,...,2, € X: X CU(x1)U---UU(zp).

ng =max{ng,,..., Ny, }
n>nog=Vy€XJi<n yeU(x)= gn(y) <gn, (y) <¢
sup |gn(y)| <€ = gn =2 0 na X.

yeX
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Prednaska 15.11.2010

‘jﬁ :3f
- fn spojita, f, = f = f spojitd
- fo 2 f (fn ¢ f) na kompaktu = f, = f

Piiklad (obrézek na papite 1)
fn=g1+-+gn

fn /' f (n = o0) ma (0,1]
fnZ fisup|fn — fl=170.

Véta 2.16 (O majorantni fadé, Weierstrassiv test):
Funkce fj jsou definovdny na mnoziné A.
Necht sup |fx(z)|| < ak, k € N;

€A

[ee] [ee]
Necht 3 aj < co. Pak Y. fi konverguje stejnomérné na A.
k=1 k=1

Poznamka: Y || fx| < c0o = > fi =.
k

Dukaz: € > 0 déno, ?3ng, Vm >n >ng :sup| >, fr(z)| <e.

r€A k=n+1
Sm — Sn = fn+1 + -+ + fm - patif tyhle fadky sem?

m

sup| S ful@) <sup S |fula)] < kiﬁ sup (@) < 3 ap <& (B-

r€EA k=n+1 €A k=n+1 =n+1z€A k=n+1
C podminka pro > ay < 00.)
%

oy . _ & sin(k’z)
Piiklad: g(z) = > 5
k—1

sin(k%z) 1
= <=
= fada konverguje stejnomérné na R.

Véta 2.13 = g je spojitd na R.

Piiklad (obrdzek na papife 2)
n - .. “Spicka” vysky L na intervalu [, 57t]
> gn konverguje na (0, 1]

n 0

sup | 37 gr(z) — 3 gr(2)| < 7
x k=1 k=1

g = ma (0,1]
ALE sup |gk(2)| =
> 1=
%
b b
Véta 2.17: Necht existuji (R) [ f,, necht f, = f na [a,b]. Pak 3(R) [ f a plati
b b ‘ ‘
R) [ fa PR R)J [

Dikaz: Oznatme a, = sup |fn(z) — f(x)].

z€[a,b]
Bud & > 0, Ing, Vn > ng : |a,| < ¢, tedy fn(x)—e < f(z) < fo(z)+eVr € [a,b].
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D...délen{ intervalu [a, b].

S(fnap) - 5(17* a) < s(f’D) < {S(f,“'D) +E(b— a,)

S(f,D) £ 8(fn,D) +e(b—a)

<

fn+‘€(b_a)

8 —o
S —

~e(b-a)+ [fu <
b
b B b

= existuje (R) [ f([J??77— [ f <2e(b—a)

b b
(J f— [ fn) <2e(b—a) pro n > my.

P#iklad (obrazek na papfie 3) f(z) = Y ar(z—20)* Mocninn4 fada s polomérem
k=0

konvergence R. Necht 0 < r < R. Pak f(z) konverguje stejnomérné (absolutné)
na K(zp,7) ={2€C: |z — 2| <r}.

Dikaz: Bud w € C, r < |w| < R.

zl <r= z— 2% < |a — Fl——— )k = .
21 < 1 = lanlz o] < Jan( = 2004 (o) = e
omez.
<1

>ag < oo.

fo— f,7 lim lim fn(y): lim lim fn(y)

n—oo0 y—r Y—T N—r00
—_——
an f(z)

Véta 2.19 (Moore-Osgood): (X, d) metricky prostor, g € X hromadny bod
X (tzn. {xo} neni oteviend). Bud (f,,) posloupnost redlnych nebo komplexnich
funkef na X \ {zo}. Necht:

(1) fu = f na X ~ {z0}

(2) ¥n € NEIILH;O fulz)=a, € C

Pak existujf limity: lim a, = lim f(z).
n—oo T—x0

Dikaz: Méjme ¢ > 0.
Ing, m,n > ng = | fm(z)—fn(z)| < eVa € X~{xo} = ILm [...] = lam—an| <
xr o
e=3Ja= lim an; ? f(z) = a, x = xo.
n—oo
[f(@) —al <[f(2) = fo(@)| +|fn(2) — an| +|an —af <e.
———
<z <z <z
(pevné n € N dost velké, 30 > 0, Vo € Ps(xo) - odlivodnéni < £.

Piiklad: X = [x0,y0)
X ~Azo} = (w0, 90)
fn = f na (zo,y0) a Ja, = lim+ fa(x)= 3 lim f(z)= lim a,.

Priklad:

2. gn(x) =sin5; gn — 0, g, A naR
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gh(z) = 2 cos % = 0naR

[fr =1oe. [ 2 F1 =oe. [1], “<=” ano.

Véta 2.20 (Weierstrass):

fn: (a,b) = C(R)

Necht existuji f/, na (a,b), n € N.

Necht déle plati:

(i) 3zo € (a,b), (fu(xo))se, konverguje

(i) f! =oc na (a,b).

Pak f,, =10c na (a,b) a funkce f(x) = nh_}ngo fn(x) ma derivaci na (a,b) spliujict

f'(z) = Tim f;(z), z € (a,D).

(oo}
Priklad: Y (—1)"H 240
n=1
£ = 5+ 1\
Leibnitz = fada konveruje Vo € R neabsolutné!
sup |sm(z) — sp(x)| < sup |ans1(z)| — 0. (m > n)
|z| <K 2| <K
= fada konverguje lokélné stejnomeérné.
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Prednaska 22.11.2010

Véta 2.19 (Moore-Osgoodova - pfipomenuti): lim lim f,(y) = lim lim f(y)

n—o0 y—r Y—T Nn—00

Dukaz véty 2.20 (Weiestrass): z # y € (a,b)
(*) (fm(y)—fm(le)—z(fn(y)—fn(w)) _ ffn(@ _ fr/L(C) pro né&jaké ¢ mezi = a . (La—

grangerova véta pro fm, — fn.)
Zvolme [u,v] C (a,b), zo,x € [u,v], Ty # .
| fn (@) = fu(@)] < [(fm(@) = ful(2)) = (fn(20) = fu(20))| + [fin(@0) = fa(wo)| <
e>0: <M |z —wo| - |f1,(c) = falO)] + |fm(x0) = fulo)| < (v —u+1)
——
(Sv—u) (<& pro m,n velké) (<e pro m,n velké)
B-C podminka = f,, = na [u,v] = f, =oc na (a,b); f :nli)n;o In

Bud z € [u,v] < (a,b) pevny
Definujeme ®,,(y) = 7@(2;{”(@’ b(y) = 7“32:3{(1), y € [¢,d] ~ {z}.
D, Zoc na ¢, d] \ {z} podle (). (P, — ).
VneN: ?}l_rg ®n(y) = fr(2)
Moore-Osgood pro ®,, na [c,d] ~ {z} :
= lim f/(z) = lim ®(y) = f'(x).
n—o0 y—T

b

Véta 2.21: f, = f na omezeném intervalu (a, b) a necht existuji (V) [ f, Vn €
N. ’

b b
Pak existuje (M) [ f a je roven lim [ f,.

a n—oo a
Dukaz: F) = f, na (a,b)
Zo € (a,b) pevné, F,(xg) = 0Vn.

Weierstrassova véta pro F,, = F,, = na (a,b)
F= lim f,; F' = f.
n— oo

(V) fbfn =F,(b-) — F(ay)

Moore-Osgood: (N) fbfn =F(b-)— F(ay)

ZO)n Zloc V IC(ZO7 R)

s ~11
? na hranici - pt (=1)n=t=

Piiklad: > a,(z
) n

118

n

I
I8 =
Ot—=

0
Piiklad: 3 2
n=1

n

tnldt = [ = —log(l — ), z € (—1,1).
0

n=1

o0 o0
Véta 2.22 (Abel): Necht > b, konverguje. Pak pro funkci f(z) = . byz"
n=0

n=0

Diikaz: sp = by + - + by, b_1 = 0.
n—1

n n —
Soobprk = 3 (sp — sp_1)2b = s + (1 —2) > spak
k=0 k=0 k=0

n o)
n—o0, |z| <1:f(x)= lim Y bpa* =(1-2) 3 spa®
o0 =0 k=0
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o0

s= lim s, = br; € > 0; Ing, n > ng = s, — 8| < §

1—2) > aF=1,]z| < 1.
k

0
Vo lim (1—2) > |sk—s/=0
k=0

rz—1_
35> 0,Vr € (1-04,1): |f(z) —s|=|(1 —2) X (s — 8)z¥| <
n o0 xkkzo
< (1—3:)Z|sk—s|\xk|+ Z |8k—s|1_x <e.
k=0 k=n+1
<§ pro 1-é<z<1 <%, n dosti velké, pevné
Disledek 2.23: Necht w # zp € Ca Y a,(w — 29)™ konverguje.
n=0
Pak pro f(z) = an(z — z9)™ plati: tlir{l f(zo +t(w — 20)) = f(w).
n=0 —1_
Piiklad: 1 — § + 4 — 7 + - =log2.

3 Fourierovy rady

f(if) f(.’Ii) = Zan(x - xO)”
f(z) = > (ay cosnx + by, sin nx)
f(z)=>2" =" ane™ = > a,(cosnt + isinnt)
n
|2| =1:2=¢ =cost +isint
Definice: Trigonometricky polynom:

T.(z) = > (ag cos kx + by sin kx)
k=0
ax, b, € R(C), n € N nebo n = 0.

T, —— T : ziejmé T bude 27-periodicka.

n—oo
Pozorovani: f je p-periodickd funkce na R (p > 0) =

P a+p
1) [f= [ fYa€eR

0 a

P P
(2) [f(x+c)dx = [ f(z)dzVe e R.

0 0
Definice: f : [a,b] — R je po ¢astech spojitd, jestlize existuje koneénd mnozina
F C [a,b] takovd, ze f je spojitd na [a,b] \ F a Vz € [a, b] existuje:
(1) f(z4) = lim f(y), (x #b) a

yozt

(2) fle-) = lim f(y), (z #a)
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Prednaska 29.11.2010

n
T,.(t) = > (ak cos kt + by sin kt)
k=0
Po céstech spojita funkce - obrazek.

Tvrzeni 3.1: f : [a,b] — R po éastech spojit4.
b
Pak lim [ f(z)sintzdz = 0.
— 00 a

Dﬁkaz: 1) f = ¢ na [a,b] (konstantni funkce)

e - fs1nt:cd:c| =|— ¢costa]b] < 2‘C| —0
a t—o0

2) f:]a,b] — R spojitd = f je stejnomérné spojita na [a,b] =
= Ve >03déleni D = {a =z < 21 < -+ < m, = b} tak, ze Vi < nVzx €
(i1, @i [f(z) — fzi)] <e.
b n T no T
| [ f(z)sintadz| = |3 [ [(f(x)—f(zi))sinta+f(z;)sinta]dx| < 35 [ |f(2) — f(2:)]|sintz| do+
a i=1lz; 1 i=lg;_ | S———

<e <1
£>2 3 |£(@)]
<

-

Fa)ll [ sintede] < (b —a) + §|f(xi)\% c(b—a+1).

1 Ti1

b
= [ f(x)sintzdz — 0

sin((2n+1)%)
2sin £

Tvrzeni 3.2: 1 + kzl cos(kp) = ,p eR.

Pozndmka: Funkce na pravé strané je definovéna a spojitd na R (cviceni).

Dukaz: sin(:r +y) —sin(y —z) = 2nsin:ccos y.
2sin £(4 + Z cos(ky)) = sin £ + kgl(sin((k: + 1)) —sin((k — 3)¢)) =sin((n+
3)9)-

Pozndmka: D, () = sn(nt 3¢ Dirichletovo jadro (Dirichlet kernel).

2
2sin 5

Deﬁnice f: R — R 2m-periodickd, po ¢dstech spojitd na [—m, 7.
1 ff t)cos(kt)dt, k=0,1,2,.

T
™

— ff t)sin(kt)dt, k =1,2,...

T

sp(r) = 9 + Z (ar coskx + by sinkz), v € R.
k=
(trlgonometrlcke polynomy)

cil: sp(x)“ =" f(x)

Definice: f : [a,b] — R je po ¢édstech hladkd, jestlize existuje déleni a = zp <
1 < -+ <z, = b intervalu [a, b] takové, ze
1) f je spojitd a existuje f/ na (z;_1,2;) Vi <n
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2) existuji vlastni limity hm f(x), lim f(x), hm f(z), lim f'(x).

11 71

Tvrzeni 3.3: f2m-periodickd, po ¢astech hladkd na [—m,n]. Pak s,(z) =

1f (x+t)+ f(z— ))SH;(;: Dbt 2 eR, n=0,1,2,.

Diikaz: s, (z)L [ (5+ Z (cos kt cos kz+sin kt sinkxz)) f(t)dt = L [ (3+ > cosk(t—
- k=1 -7 k=1

t=x+4+=2
s =y

. n sin(n431)z
= LG+ X coska)f(o +2)ds 2 LI o +

z)dz:%f(f(x—&—z)—&-f(m—z))%dz
0
Diisledek: L [ 202 g — 1 —0,1,2,...
0 2
Dukaz: f=1,n=0,a9=2v T.3.3: sn(ac):%bewdtz%ozl
anp =b, =0Vn > 1.

Véta 3.4: f: R — R27-periodickd, po ¢dstech hladkd na [—m,7].
Pak s, (x) — W, Vo € R (n — 00).

Ditkaz: s, (x) = L [(7(z+0) + fz — ) 50D a = L J(f(wy) + flzo) +
0 0
(flaHt) = F )+ (f (e—t)— ()| o)t ap = Lesdblle) L 0}'f<w+t>t—f<w+>+

flz— ) [z )]smftZ sln(n—l— )td‘t. t
(t)_[f(ﬂ?H) floy) | fle=t)= f(m—)] 3

<275 - - - PO castech spojita funkce na [0, 7].

<

O —y

g(t)sin(n + §)tdt — 0. (Tvrzeni 3.1)
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Prednaska 6.12.2010

Véta 3.4: f 2m-periodickd, po ¢dstech hladkd na [—m, 7).
Pak © + Eff;l(an cosnx + by, sinnz) = % Vz € R.
an =1 [T f(t)cosntdt

by == [ f(t)sinntdt

Dusledek: Je-li f p-periodickd a po ¢dstech hladké na [0, p], pak % +>>° | (ay cos —nt+
by, sin 2~ 27’ nt) = w,kdean = %fopf( cos—ntdt b, =2 fg’f( sm—ntdt

Poznamka: f sudd = b, =0Vn
f lichd = a, = 0Vn (podle véty 3.4)

Disledek: Je-li f jako ve vété 3.4 a konverguji-li fady > |an| a > |bn|, pak:
a0 4+ 3 (an cosna + by sinnz) = f(x) na R.

Dikaz: ) |a, cosnx + by, sinnz| <) (|an| + [bn]) < o0

= stejnomérna konvergence k %ﬂx*) =cauchy — g(z) =
spojitd na R = g(x) # f(z), z € R.

feo)ti@e) 5

Dusledek: Pokud Y nla,| < oo, Y-, n|b,| < oo, pak [9 + > (a, cos nx +

by sinnz)] =302 | (—nay sinnz + nb, cosnz) Vo € R.

Dukaz: Weierstrassova véta.

Piiklad 1: f(z) =z, z € (—m,7)
f je lichd = a = 0Vk.

b =L [T tsinktdt =2 [T tsinktdt = (;,Ztl ;’:ﬁﬂ;ﬁ) = —2([—teosktjry
fow Mdt) ﬂ-Qk( mwcoskm + [Smkt]o) = —%COS/WT = %(—1)k_1

x=2(sinz — ““223” + bm?’I — ...,z € (—m,m)

r=1: _2(1~+W%+g<..>

Piiklad 2: f(z) = 22, z € [-7, 7
fsudd = b, =0, ‘v’k

2
a =21 [T 2dt= L[], =2
(th, v coskt)
r_ __ sinkt
u' =2, v=3=

k>1:ap=2 [ t?cosktdt = Z([t*sinkt]f —2 [ tsinktdt) = 2 (n?sinkm —

k2
x :%77274(0053077%2522”’+7C°sz3””7...),x€[77r,7r]
P=010=3m (1 kb - k)
1,1 1 _
I-1+s5- 1%t -5
e Bl iy
I+i4d+L4+.. =2
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4 Metrické prostory, cast II.

Opakovani:
(X,d)d: X x X — [0,00)

(Y, 0)
f: X =Y je spojité, jestlize Vo € X Ve > 035 > 0Va' € X : d(z,2') < 0 =

o(f(z), f(a")) <e.
G C X je oterviend, jestlize Vx € G3e > 0, Uc(z) C G.

F C X je uzaviena, jestlize X \ F' je oteviena.

Véta: F je uzaviend v X < V(z,,) C F,
T, > r = €F

Véta: f: X — Y je spojité & VG C Y oteviend, f~1(G) je oteviena.
f:X =Y jespojité & VF CY uzaviené, f~1(F) je uzavien4.

Definice: Metricky prostor (X, d) je kompaktni, jestlize z kazdé posloupnosti v
X lze vybrat konvergentni podposloupnost (napiiklad [a, b]).

Veéta: K C X kompaktni = K je omezend a uzaviena.
Véta: X kompaktni, F C X uzaviend = F' kompaktni.

Véta: Kvadr [a1,b1] X - -+ X [an, bs] je kompaktn{ (v R™)
(zF) C xP_[a;, bi], 2% = (2, ... 2F) e R"
®) 3 € [a1,b1] (Weierstrass)

(x2(71(k) yybrana, xgzal(k) — T2 € [ag, bo]

(z71(®)) yybrand, =7

Véta: A CR” je kompaktni < A je omezend a uzaviena.

Véta: Spojitd funkce nabyva na kompaktu svého minima i maxima.
#(f) C R je kompaktni.
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Prednaska 13.12.2010

Véta 4.1 (zékladni véta algebry):
V télese C ma kazdy nekonstantni polynom alesponi jeden kofen.

p(2) = an2" + apn 12" 1+ -+ a1z + ag
Gn,-..,a0 € C; z€C

an # 0...p ma stupen n.

z je kofen p...p(z) =0

Tvrzeni 4.2:
p polynom v C.
Funkece f(z) = |p(z)| nabyvéd v C svého minima.

Dtikaz: f spojita, f >0
problém: C neni kompaktni
lim f(z)=00:VK >03R >0, |z2| > R= f(z) > K.

|z] =00
zvolme K = |ao| = f(0) = [p(0)]
f nabyva na {z € C: |z] <R} svého minima (v bodeé zp)

min f(z) = érg}% f(2)

protoze: |z| > R = f(z) > f(0)
? min f(z) =07
Cviceni: Predpokladat p nekonstantni.

Tvrzeni 4.3: p nekonstantni polynom v C, |p(z9)| > 0 pro néjaké z, € C.
Pak |p| nenabyvd v z lokdlntho minima.

Poznamka: Neplati v R: p(z) = 22 + 1
Poznamka 2: Z tvrzeni 4.2 a 4.3 plyne véta 4.1.

Dukaz: Bez tjmy na obeznosti predpoklddejme, ze zop = 0. (Jinak vezméme
p(2) = p(z — 20))
p(2) =ap +ap® +ap_ 12K 4+ Fape”
ag # 0; ar, # 0. (k =min{i > 1: |a;| > 0})
Idea: [p(2)| = |ao + apz®| +o(|z]*); |z| “malé”.
—_———

<|ag| pro vhodné z
ag = 00" (= 0,(cos b, +isinb,)); oo > 0
ar = ore’*; 0p >0
2z = ret®
o+ apz® = 0,1 + gpeifrrkeihe = g cibo 4 o rheilBxtke) — o cifo _ o phei
(00— oxr*)c
ek + k’(p =7+ 90
o= T+00+0k

k
ei(w+90) _ eiﬂ'ei«% _ _ei90

0o _
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p(re’)| < lag + ap(re’)¥ | + 30 |ajl|(re’?)| < po — prr® + X |ay|r? <
j=k+1 j=k+1

po — LEr¥ pro r > 0 dostateéné malé.

i |7+ o ag [ < 29k pro ¢ malé

| + | 2 p

Jaalr + -+ lagr" " < &

spojita v r
Pokryvani otevienymi mnozinami

(X, d) metricky prostor, A C X
AClU Gy, G; C X oteviené, I # () (I muZe byt i nespocetnd!)

ie€r
- oteviené pokryti mnoziny A.
Véta 4.4 (topologickd charakterizace kompaktnosti): A C X, X metricky pros-
tor.
Je ekvivalentni:
(i) A je kompaktni
(ii) pro kazdé oteviené pokryti A C|J G; existuje n € N a indexy i1, ... i, € I,

=
n

A C|J Gi; (kone¢né podpokryti)

j=1
Poznamka: A = [a,b]...i=ii (Borelova pokryvaci véta)

Diikaz: (i)=(ii): BUNO nechf A = X.
a) Ukézeme, ze pro kompaktni prostor X plati:
(*)¥r > 035 C X kone¢nd takovd, ze |J U,(a) = X.
a€sS
S...rsit v X,U.(a) ={zr € X :d(z,a) <r}, dlan,an) <¢
((%) ... prekompaktnost)
Necht (%) neplati, tedy pro néjaké r > 0 neexistuje r-sit v X. Sestrojime in-
dukei posloupnost bodu a,, € X, d(a;,a,) > rVi < n. Ziejmé zédnd vybrand
podposloupnost z (a,) nekonverguje - spor s kompaktnosti.
Bud X C|J G; oteviené pokryti X.
i€l
neN...S, C X...koneéns %—sit’.
Jestlize In € N, Va € S, Ji(a) € I, U1 (a) C Gy, pak |J Gi(q) je konecné
" a€S,
podpokryti X.
Necht naopak Vn € N3a,, € S,Vi € I : U1 (a,) € G;.
X kompaktni = existuje vybrana podposioupnost Ay(n) — a € X.
Jjel,acGGy
G; oteviend = Ir <0, U,(a) C Gj.
Vezméme n € N tak velké, aby: (i) d(a,(,),a) < %,
(i) 55y < 5-
Pak U% (ao(ny) € Ur(a) € Gj - spor.
(i))=(i): necht a, € X, n € N
Ukézu: (x+)3a € XVr >0:{n €N:a, € U.(a)} je nekonetn4.
Kdyby ne: Ya € X Ir(a) > 0, I(a) = {n : a, € Uy(q)(a)} je konecna
aceX
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z predpokladu existence konecného podpokryti: X =] Uy, (b:)
i=1

I=J I(b;)...konetnd mnozina
i=1

no € N\ I; an, € Uyrp,)(b;) pro néjaké i < n - spor.
(#x) = a je hromadnym bodem {a,,}.
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Prednaska 20.12.2010

Véta 4.4: X je kompaktni metricky prostor < z kazdého otevieného pokryti
lze vybrat koneéné podpokryti.

Dusledek 4.5: XY metrické prostory
f: X — Y spojité. Je-li X kompaktni, je f stejnomérné spojité.

Dukaz: f spojité: Vo € X Ve > 035, > 0:d(z,x) < 0, = o(f(2), f(x)) > e.

(X,d), (Y, 0)
X C U Us,(x)...oteviené pokryti X Us(z) ={z € X :d(z,z) < §}
zeX 2

vidd existuji z1,...,2, € X, X CUs, (z1)U---UUs, (x,)
3 2

d; = O,, vezmeme 6 = min{%, e %"} >0
Budte z,z € X, d(z,2) < 4, pro ngjaké i < n je v € Us, (z;), tedy =,z €

Us, () = o(f(x), f(2)) < o(f (@), f(:)) + o(f(2), (1)) < 2e.
Piiklady:
1) [a,b] je kompaktni
2) [ar,b1] % [az,ba] X -+ X [an, bn] je kompaktni
3) RN = {a = (a1,as,...), a; € R}
llallz = \/?

I — {a €RY: ], < oc}
| - |2 je norma na .

I je vektorovy prostor (nekone¢éné dimenze)
a+b= (a1 +b1,a2+b2,...)
r-a=(rai,ras,...)

lall2 =0 < a=0=(0,0,...)

o |rallz = |- a2
o lla+blla < Jim /S5 (@002 < tim (455 a2 35 02) < a8l
e B={ac€ly:|alz <1} (jednotkova koule) - omezend, uzaviend.

B neni kompaktni:
=(0,0,...,0,1,0,0,...)

z posloupnosti ()22 ; nelze vybrat konvergentni podposloupnost.
=(1,0,0,...)
=(0,1,0,0,...)

a®=(0,0,1,0,...)

m#n:|a™ —a"||y =2

= a” nemuze konvergovat.
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4) [0,1]N = {(xhl'g,...) 1x; € [0, 1]Vl}

%yeme.“ﬂxw):Z:mgw

e soucinova metrika
e Hilbertuv kvadr

e ziejmé d je metrika

Plati: 2" — z v [0,1]Y & 27 — 2, Vi € N.
" %zézw’——%O@kx — 2| —— 0Vi e N.
i=1 n—oo

Tvrzeni: [0, 1] je kompaktni metricky prostor.
Poznamka: Kompaktnost se zachovava pii kartézském soucinu.

Diikaz: Méjme posloupnost 2" € [0, 1]V, chceme vybrat konvergentni pod-
posloupnost.
Z Weierstrassovy véty existuje vybrand podposloupnost: x;

0,1], n > o0
o2(01(n))

7 e e

Tq — To € [07 1]
.xa'kﬂkfl---a'l(n) S

k k S [07 1]
(indukef)

diagondlni vybeér: o(1) = 01(1),0(2) = 0901(2),...,0(k) = opop—1...01(k),...

U(n)

—x; Vi € N

Cla,b] ={f : [a,b] = R, f spojitd} - vektorovy prostor

a) ||flls = sup |f(¢)| (supremovd norma)
t€la,b]
(|| - ||s je norma - cvicenil)
B={feCla,b]:|flls <1}
- neni kompaktni!
fa(t) = sin(nt); m # n = || fm = falls = (+)
(¥) = sup |sinmt — sinnt| /Z—— 0.

tE[a b] m,n—0
Zadnd vybrand podposloupnost nekonverguje v || - ||s ke spojité funkci.
b
b) [If]lx :flfl

- norma na C’ [a, b]

IIsz—w |f|2 1Fll» = vflf\p p=1)
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e f=0=flL=0

(plyne z: g spojitd, g >0, [g=0= g =0)
b b b ’
o J1F+al < JIF1+ Llgh fu() =" fu £ 0

B={feCla,b] : ||fll1 <1} neni kompaktni
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Prednaska 3.1.2011

Definice: (X, d) metricky prostor
Posloupnost prvku (z,) prvkia z X je cauchyovskd, jestlize:
Ve > 03ng € NVm,n > ng : d(xm,, x,) < €.

Definice: Rekneme, 7e metricky prostor (X,d) je uplny, jestlize kazda jeho
cauchyovska posloupnost konverguje.

Piiklady:
e R, R"

e Q neni uplny
an € Q,qn — \/5
(gn) je cauchyovskd, ale ¢, /4 v Q.

e (0,1) nenf tplny: ()52, je cauchyovsks, ale nekonverguje v (0,1).

Tvrzeni 4.6: X je uplny metricky prostor, A C X uzaviend. Pak A je uplny
metricky prostor.

Dukaz: z,, € A, (z,) cauchyovskd v A = (z,,) je cauchyovskd v X

uplnost X
= dre X, z, = x;

A uzaviend = v € A = A je tplny.
Tvrzeni 4.7: Kazdy kompaktni metricky prostor je iplny.

Diikaz: bud (z,) cauchyovskd v X, nechf X je kompaktni. Existuje vybrana
podposloupnost zg(,) — = € X

Ukazme, ze x, — x:

Bud déno € > 0.

1. Ing, Vm,n > ng : d(xm,x,) < €
2. Ing, Vn > ny i d(xe(),x) <€

n > max{ng,n1} = d(@n, ) < d(Zn, Tom) + d(Tom), ) < 26.(a(n) > n > ng)

<e <e

Piiklad: R je uplny, ale neni kompaktni.
Poznamka: uplnost R ~» axiom suprema.

Piiklad: (Cla,b], || - ||s) - - - spojitd funkce na [a,b], || flls = sup |f(x)|, uplny

z€la,b
metricky prostor.
Dukaz: (f,) cauchyovskd posloupnost v C|[a, b]
tedy: Ve > 03ngVm,n > ng: sup |fu(z) — fim(x)] <e V2 fn = f na[a,bl.

z€Ja,b]
Podle véty 2.13 je limita f spojitd na [a,b] = f, — f v Cla,b).
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b
(Cla bl [ 1) I f 1l = 1]

nenf tplny: necht napiiklad [a,b] = [-1,1]
—1...z€[-1,-1]

falz)=qnz...xe[-% 1]
1...ze[+1]

3=

1
m<n. | fo = fall :_J; [fm = ful = | 1fm = ful < 3. (fa) je cauchyovska.

fn 7L> v (C[—l, 1]7 H ' ||1)
Kdyby f ¥ f : pak f(z) =

3=

—1...2€[-1,0)

... [ nelze spojité dodefi-
...z €(0,1] f melze spoj

novat v 0.

Definice: (X, d) metricky prostor, f: X — X.
Rekneme, ze f je kontrakce, jestlize:
g€ (0,1)Ve,y € X - d(f(2), f(y)) < q-d(z,y).

Priklad: f(z) =%+ 1, f:R—R
[f@) = fWI=1G+1) -G+ 1) =" = 5lz —y|

Pozndmka: (cviceni) Kazdd kontrakce je stejnomérné spojita.
Poznamka: Nestaci d(f(z), f(y)) < d(z,y)Vz,y € X |

Definice: x € X je pevnym bodem zobrazeni f : X — X, jestlize f(x) = x.

Pro f: X = X; zacime f'(z) = f(z), f*(z) = f(f(2)),..., f"(2) = f(f" -

1(z)), .. .iterace zobrazeni f.

Véta 4.8: (Banachova véta o pevném bodu)
X uplny metricky prostor, f : X — X kontrakce. Pak:

(i) f mé& praveé jeden pevny bod zy € X;

(i) Yz € X, f™(z) = xg, n — 0.

P#iklad: f(z) =14 5, X = R (dva obrézky)

Dikaz: x € X,neN(n>1),keN

A(F™ (@), (@) < g d(fr(e), S (@) < @ d(n (@), SR @) < e <
q" - d(f(z), )

d(f (@), [ (@) < d(fH @), 1 (@) 4 d (1 (), S (@) < (g
@R ") d(f (@), @) = T d(f (@), @) < 55 d(f(@),m) - 0=
(f™(x))n = 1°° je cauchyovskd v X tplgost f™(x) T B0 € X.

Ukézeme, ze xg je pevny bod f: o

ro = lim fr(z) = lim f"*'(x) = lim f(f"(x)) "2 f(lim fr(x) =

n—oo n—oo N—=700 N = n—00
Zo

36



f (o).

xo je jediny pevny bod f:

Bud'te zg, %o pevné body f.

d(xo,Zo) = d(f(z0), f(Zo)) < q - d(zo, Zo)
qg<1 id(xo,io) =0= 29 = Zp.
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Prednaska 10.1.2011

def.

X je uplny metricky prostor < kazda cauchyovska posloupnost konverguje.

Piiklad: R, R", (C[a,b],]| - ||s)

Banachova véta: X uplny metricky prostor, f : X — X kontrakce =

(i) AMxo € X, f(x0) = 2o (pevny bod f)
(ii) Vo € X, f"(x) = x0

Piiklad: [? je tplny.
1 = {(an) € RY : [[(an)ll2 < oo}

lalle =/ 3 a2

Diikaz: (a™) necht je cauchyovskd posloupnost prvki z 2.

oo
VneN:a" = (af,a3,...), /> (a})? < oo
i=1
Cauchyho podminka: Ve > 03ngVm,n > ng : [[a™ — a"||2 < €
oo
> (ar —al)? <e
=1
l2
7a™ = a

1) ziejmeé Vi € N : (a})2, je cauchyovska

oo}
lai" —ai| <[ 2o (a" —ait)?

i=1

= al’ — a; € R (dplnost R), oznacme a = (a;)$2,

2) a € I™: cauchyovskd = omezenost
M >0, ||a"||s < MVn €N

oo
limitnim pfechodem: [ > (af — a?)? < e = |lal| < ||a™|| +&.
n—00 i=1 SN——
<M
12
3) a™ > a:
00 io oo
la"—al3 = Y (af—ai)* =Y (af —ai)*+ Y (af —a))?
i=1 i=1 i=io+1
VipeN
0Vip€ SZ(G?)2+ Za?
>0 >0
<e <epro ig velkd
Y@+ (af —a?)® ]
i>i0 =~ S——
<e <e z cauchyho podmninky
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Aplikace Banachovy véty:

1. Ptiblizné feSeni soustav linearnich rovnic
(x) Az = b, A matice n X n, z,b € R"
Ar—x=b—1=
(A-Dr=b—=x
x=I—-Azx+b
Lz)=(I—-A)xz+0b, L :R"afn:mR"
hleddme pevny bod L
? je L kontrakce 7
g <1:||(I-A)z— (I -Ayl <qlz -yl
11 = Ayl < qlfull Vu € R”
pokud ano: z € R" libovolny, 2° = 2
2= (I — A"V b= L(z""D)
2™ — x...TeSeni (x).

2. Existence a jednoznacnost feSeni diferencidlnich rovnic
(%) 1y = f(z,9)), yo = y(@o)
f:G— R, G CR? oteviena
f spojité, (xg,yo) € G.
(hleddme funkci y = y(x), x € 1)

Piiklad: y' = 2y, y(0) = —2

y=0
’ ’ ].O :2.’L'+C
{y:2wfydx:f2daz g1yl

) Yy

— o2z+C _ ,C 2z

Véta 4.9 (Picardova):

G C R? oteviend, f : G — R spojitd

Necht existuje M > 0 tak, ze V(z,y), (z,2) € G : |f(z,y) — f(x,2)] < M|y — 2|
Pak V(zg,y0) € G3§ > 0 tak, ze rovnice (x) mé na intervalu (xg — 6, zg + 0)
praveé jedno feSeni.

Diukaz: Bud § > 0 (bude upfesnéno)
uloha (x) je charakteristickd rovnice
(o) y(@) = yo + [ f(t,y(t)) dt, 2 € (z0 — 6,20 + 0)
o
oznac¢me operator (zobrazeni) A : Clxg — d,x0 + 6] — Clxg — d, 20 + ¢]

(Ay)(z) =yo + [ f(t.y(t)) dt

Clzo — 9,20 + J] je Gplny (se supremovou normou)
A je kontrakce:

y,z € Clzg — d, 20 + 0]
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lAy— Azll, = swp | [t y(e)dt— [ £t =) dt

zo—0<z<wm0+45 x(

= s | [ y®) — F(t =) dt)

zo—0<z<T0+6 x(

< swp [ I(F(ty() — f(t =) dt

zo—0<z<zo+dx(

xT
< sup [ My(t) - 2(t)] dt <My — z[ls <y — zls
zo—0<x<z0+d7( SN————

<lly==ls
qg=06M <1
1
0<6< 57

Pouzijeme Banachovu vétu ~ ly € Clag— 4§, 20 +], Ay =y = y Fesl (xx) &y
Fesf ().

’

Y
V1-y?

arcsiny = x — C
y=sin(r—-C),zec(C-5,C+7%),CecR
y = +1...také TeSeni.

Priklad: v = /1 — 2
1
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